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Probleme  und  Methoden. 

In  der  sogenannten  Vektoranalysis,  die  bis  vor  kurzem  wohl 
etwas  unterschätzt  wurde,  neuerlich  aber  zu  Ansehen  gekommen  ist, 
hat  man  den  vergleichsweise  elementaren  Tatsachen  der  Algebra, 
von  denen  alle  dahin  gehörigen  Überlegungen  ausgehen ,  bis  jetzt 
nur  geringe  Aufmerksamkeit  geschenkt.  Vielleicht  hat  man  das  rein 
Algebraische  als  gar  zu  einfach  und  selbstverständlich  betrachtet, 
wie  es  ja  leider  auch  sonst  öfter  geschehen  ist  (Analytische  Geometrie, 
Theorie  der  Transformationsgruppen,  Differentialgeometrie).  Jeden- 
falls aber,  und  sehr  begreiflicherweise,  hatte  man  es  eilig,  zu  An- 
wendungen zu  kommen,  besonders  zu  solchen  theoretisch -physikali- 
scher Natur.  Wenn  aber  der  Physiker  und  noch  mehr  der  aufs 
„Praktische"  erpichte  Techniker  —  denen  beiden  Mathematik  nur  ein 
Mittel  bedeutet  —  nicht  leicht  gewillt  sein  werden,  sich  da  den  Kopf 
zu  zerbrechen,  wo  nicht  ein  auf  der  Stelle  greifbarer  Nutzen  winkt, 
muß  der  Mathematiker,  wenn  es  ihm  um  seine  Wissenschaft  ernst 
ist,  von  ihrem  Betrieb  anderes  und  ziemlich  viel  mehr  verlangen. 
Keinenfalls  darf  er  sich  allzu  ängstlich  auf  Probleme  einstellen,  die 
ihm  von  außen  her  entgegengebracht  werden,  und  wenn  er  zu  be- 
merken glaubt,  daß  andere  für  seine  eigenen  Aufgaben  nicht  viel 
übrig  haben  werden,  so  darf  er  sich  dadurch  nicht  abhalten  lassen, 
den  Dingen  auf  den  Grund  zu  gehen.  W^ir  Mathematiker  haben  gar 
keinen  Anlaß,  eine  höhere  Instanz  anzuerkennen,  viel  eher  sollten 
sich  andere  Wissenschaften  an  der  unsrigen  ein  Muster  nehmen. 
So  wertvoll  die  Fortschritte  sind,  die  die  Physik  in  unseren  Tagen 
gemacht  hat  —  Fortschritte,  die  niemand  mit  größerer  Freude  be- 
grüßen kann  als  der  Schreiber  dieser  Zeilen  — ,  so  wird  doch  durch 
sie  an  der  bezeichneten  Sachlage  gar  nichts  geändert.  Zudem  ist 
die  mathematische  Wertskala  des  Physikers  ein  gar  zu  eindimen- 
sionales Gebilde.  Der  Mathematiker  wird  unter  allen  Umständen 
vor  Augen  haben  müssen,   daß   auch  der  Erfahrenste  die  Tragweite 
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einer  mathematischen  Untersuchung  nicht  mit  Sicherheit  beurteilen 
kann.  Die  Physik  aber  darf  nicht  verwechselt  werden  mit  ihrem 
augenblicklichen  Entwicklungszustand.  Wer  weiß  genau  zu  sagen, 
was  physikalisch  bedeutungsvoll  ist?  Vorgestern  dachte  noch  niemand 
daran,  daß  Geometrie  in  einem  Räume  von  vier  Dimensionen  den 
Physiker  näher  angehen  könnte,  gestern  hatte  man  sich  davon  Vor- 
stellungen gebildet,  die  heute  schon  nicht  mehr  für  richtig  gehalten 
werden,  und  was  der  morgende  Tag  bringen  ward,  kann  man  nicht 
wissen.  Gleich  der  sogenannten  Raumvorstellung  ist  „das  physikalische 
Interesse"  ein  verschwommener  Begrifi,  mit  dessen  Hilfe  man  kein 
Forschungsgebiet  sachgemäß  umgrenzen  kann.  Außerdem  hat  ohne 
Zweifel  die  Mathematik  ihre  eigenen,  durch  sie  selbst  bedingten 
Wachstumsgesetze.  Wenn  auch  dem  Fortschritt  jederzeit  viele  W^ege 
ofien  stehen,  so  muß  es  doch  in  einer  Wissenschaft,  in  der  immer 
eines  sich  auf  dem  anderen  aufbaut,  wenigstens  im  großen  eine 
natürliche  Ordnung  geben,  mögen  wir  sie  zu  gegebener  Zeit 
erkennen  oder  nicht.  Sicher  gehen  z.  B.  Abschnitte  der  Zahlenlehre 
der  Algebra,  und  Teile  der  Algebra  wiederum  der  Infinitesimalrech- 
nung voraus.  Den  Forschungsreisen  müssen  überall  und  unbedingt 
genaue  Aufnahmen  folgen,  und  je  höher  man  die  schon  gemachten 
Entdeckungen  einschätzt,  desto  weniger  Anlaß  hat  man,  sich  mit 
der  Kenntnis  einiger  Berggipfel  und  Flußläufe  zufrieden  zu  geben. 
Es  bedarf  dazu  natürlich  einer  Charaktereigenschaft,  die  heutzutage 
schon  recht  selten  geworden  ist,  der  Geduld;  man  wird  kaum  davon 
absehen  können,  auf  die  Wege  des  Vordringens  und  die  anzuwendenden 
Hilfsmittel  immer  neues  Nachdenken  zu  verwenden,  und  dabei, 
meistens  wohl  sogar  mehr  als  einmal,  so  ziemlich  von  vorn  anzu- 
fangen. Die  Geschichte  lehrt,  daß  dieses  das  Verfahren  ist,  das  den 
Dauerbestand  der  Wissenschaft  hervorbringt,  und  daß  sich  dabei 
allmählich  das  herausstellt,  was  wir  schließlich  als  die  natürliche 
Ordnung  der  mathematischen  Gegenstände  betrachten  dürfen. 

Man  wird  mich  wohl  nicht  mißverstehen.  Ich  denke  nicht 
daran,  den  hochverdienten  Forschern,  die  unsere  Xaturerkenntnis  so 
außerordentlich  gefördert  haben,  etwas  am  Zeuge  zu  flicken.  Der 
Pionier  muß  das  Recht  haben,  sich  sein  Gepäck  auszuwählen,  wie  er 
will.  Es  ist  aber  etwas  anderes,  wenn  man  ein  reiches  Kulturgebiet 
der  Verwahrlosung  übergibt,  ja  beinahe  von  dessen  Dasein  nichts  zu 
wissen  scheint.  Unser  eigener  mathematischer  Garten  ist  strecken- 
. weise  recht  sehr  verwildert;  man  glaubt,  aus  dem  Garten  des  Nach- 
bars die  Äpfel  der  Hesperiden  eingeführt  zu  haben  und  ist  nicht 
selten  schon  beglückt,  wenn  man  Kartoffeln  erntet. 
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Mag  man  die  Vektoranalysis  um  gewisser  Anwendungen  willen 
oder  als  selbständige  Disziplin  betreiben,  immer  bandelt  es  sich  dabei, 
wie  gesagt,  zunächst  um  Gegenstände  der  Algebra,  und  zwar  um 
Invarianten  gewisser  Gruppen  linearer  Transformationen: 
Alle  Bildungen,  die  man  da  betrachtet,  sind  Invarianten  orthogonaler 
Transformationen  oder  Invarianten  von  Gruppen,  die  mit  der  Gruppe 
der  orthogonalen  Transformationen  nahe  verwandt  sind.  Nun  be- 
sitzen wir  seit  mehr  als  50  Jahren  eine  hochentwickelte  Invarianten- 
theorie der  Gruppe  aller  linearen  Transformationen,  und  seit  25  Jahren 
gibt  es  auch,  in  den  Grundzügen  wenigstens,  eine  Invariantentheorie 
jener  anderen  Gruppen,  auf  die  soeben  hingewiesen  wurde  i).  Aber 
kein  Schimmer  von  Licht  scheint  von  da  aus  auf  die  heute  so  be- 
liebte „Analysis  des  Vektoren"  gefallen  zu  sein.  Vielmehr  hat  man 
die  alten  Probleme  so  bearbeitet,  als  ob  sie  noch  nie  zuvor  behandelt 
worden  wären,  und  man  ist  dabei  weit  hinter  dem  zurückgeblieben, 
was  eigentlich  längst  als  gesicherter  Besitz  der  Wissenschaft  hätte 
gelten  dürfen.  Die  Frage  nach  allen  möglichen  algebraischen,  ins- 
besondere ganzen  rationalen,  Invarianten  der  betrachteten  Gruppen 
wird  in  solchen  Schriften,  soweit  meine  Kenntnis  reicht,  nicht  einmal 
aufgeworfen,  und  doch  ist  sie  ohne  Zweifel  das  Problem,  das  der 
Natur  der  Sache  nach  in  den  Mittelpunkt  solcher  Untersuchungen 
gestellt  werden  muß.  In  der  Theorie  der  Differentialinvarianten 
wird  man  Vollständigkeit  (die  doch  wohl  auch  dem  Physiker  wert- 
voll sein  sollte)  nicht  erreichen,  wenn  man  sie  nicht  schon  im  Rein- 
Algebraischen  hat.  Ja  bei  der  Mehrzahl  der  Autoren  merkt  man 
überhaupt  nichts  davon,  daß  sie  in  einem  Zeitalter  leben,  in  dem  die 
Gruppentheorie  in  hoher  Blüte  steht.  Entsprechend  wird  uns  das 
Rechnungsverfahren  von  H.  Grassmann,  das  zu  seiner  Zeit  gewiß 
einen  Fortschritt  bedeutet  hat  und  schon  um  seiner  Originalität 
willen  Beachtung  verdient,  das  aber  längst  in  der  überall  tiefer 
dringenden  Invariantentheorie  aufgegangen  ist,  in  der  Gegenwart 
wieder  als  Gipfel  des  Erreichbaren  und  als  eine  Art  von  Allheilmittel 
angepriesen,  das  es  ganz  bestimmt  nicht  ist,  während  Algebraiker 
wie  Aronhold  und  Clebsch,  die,  abweichend  von  ihrem  Vorgänger 
von  präzise  gestellten  Problemen  ausgegangen  waren  und  viel  weiter 
gekommen  sind,  für  dieselben  Schriftsteller  nicht  existiert  zu  haben 
scheinen.  Kurzum,  man  ist  rückständig,  und  nicht  wenig.  Und 
selbst    bei  einem    sonst  kenntnisreichen  Schriftsteller  kann  man  z.  B. 


^)  Verh.  d.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  mathematisch 
physische  Klasse,  1897,  S.  443  ff. 
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folgendes  lesen:  „Es  wird  manchen  entsetzt  haben,  von  welcher  Sint- 
flut von  Formeln  und  Indizes  hier  der  leitende  Gedanke  über- 
schwemmt wurde.  Es  ist  gewiß  bedauerlich,  daß  wir  uns  um  das 
rein  Formale  so  ausführlich  bemühen  und  ihm  einen  solchen  Platz 
einräumen  müssen;  aber  es  läßt  sich  nicht  vermeiden".  Was 
hier  als  ein  im  gegebenen  Falle  unvermeidlicher  und  wohl  darum 
nicht  sehr  ernst  genommener  Übelstand  hingestellt  wird^),  die 
Mühsal  des  Lesens  unübersichtlicher  Formeln,  bedeutet  in  Wirklich- 
keit viel  mehr  als  einen  bloßen  Schönheitsfehler.  Wir  kommen 
darauf  noch  zurück.  Keineswegs  zu  viel,  sondern  zu  wenig  Auf- 
merksamkeit hat  das  Formale  erhalten,  oder  nicht  die  rechte  Art  von 
Aufmerksamkeit;  eben  darum  konnte  es  sich  zu  einer  Landplage 
entwickeln.  Das  ist  nicht  Formalismus,  wenn  man  den  Formalismus 
auf  ein  Minimum  zu  reduzieren  sucht.  Mathematik  ist  nicht  die 
Kunst  zu  rechnen  und  auch  nicht  die  Kunst,  Rechnungen  zu  ver- 
meiden. Es  gehört  aber  zur  Mathematik  die  Kunst,  überflüssige 
Rechnungen  zu  vermeiden  und  die  nötigen  geschickt  zu  führen.  In 
dieser  Hinsicht  hätte  man  von  älteren  Autoren  lernen  können. 

Daß  die  schöne  Theorie  der  Invarianten,  die  eine  Zeitlang  im 
Mittelpunkt  vieler  Interessen  gestanden  hat,  dem  größten  Teile  der 
jetzt  wirkenden  Mathematikergeneration  fremd  werden  konnte,  hat 
allerdings  nicht  nur  historisch  -  zufällige  Gründe,  wie  etwa  den 
Wechsel  geistiger  Moden.  Zerstreute  Ergebnisse  zu  einem  Gesamt- 
bild zu  vereinigen,  und  zwar  zu  einem  erfreulichen,  ist  keine  Tätig- 
keit, von  der  man  erwarten  darf,  daß  jeder  sie  auf  eigene  Hand 
unternimmt,  oder  daß,  wer  es  versucht,  immer  Erfolg  damit  haben 
müßte.  Die  zunächst  dazu  berufen  waren,  haben  aber  eine  solche 
in  gewissem  Maße  künstlerische  Arbeit  nur  zum  kleinsten  Teile  voll- 
bracht, und  Forderungen  didaktischer  Art  haben  sie  dabei  nur  wenig 
mitsprechen  lassen.  Auf  der  Höhe  seines  Schaffens,  da  seine 
Gedanken  zur  Reife  kamen,  ist  Clebsch  gestorben.  Sein  sonst  treff- 
liches Lehrbuch,  die  Theorie  der  binären  Formen,  ist  allzu  abstrakt 
gehalten,  ist  zu  beschränkt  in  der  Auswahl  des  Stoffs  und  behandelt 
größtenteils  entlegene  Probleme.  So  konnten  sich  Vorurteile  bilden 
und  befestigen  wie  dieses,  daß  die  wichtigste  Methode  der  Invarianten- 
theorie, die  sogenannte  symbolische,  gekünstelt  und  wenig  leistungs- 
fähig  sei;   eine  Art   von  Geheimwissenschaft,  die  von    Rechts  wegen 


^)  Es  heißt  weiter  noch:  „Wenn  der  Blitz  des  Gedankens  nieder- 
fährt (I),  so  wird  der  Holzstoß  (?)  von  Formeln  entzündet  zu  einem  Feuer, 
das  ringsum  das  Land  erleuchtet." 
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verboten  werden  sollte  (wie  nach  Ansicht  mancher  Laien  die  Mathe- 
matik überhaupt).  Anderen  wieder  war  es  weniger  um  die  Bewälti- 
gung eines  konkreten  Stoffs,  als  um  den  Nachweis  der  Lösbarkeit 
vieles  umfassender  Probleme  zu  tun.  Es  mag  die  Ansicht  vieler 
gewesen  sein,  was  ein  nicht  unverdienter  Mathematiker  mir  sagte, 
als  Huberts  berühmter  Satz  von  der  „Endlichkeit  der  Formen- 
systeme" bekannt  geworden  war:  „Wie  schön,  daß  man  sich  nun 
nicht  mehr  mit  Invarianten  zu  befassen  braucht".  Diesem  Urteil 
liegt  eine  völlige  Verkennung  der  Sachlage  zugrunde.  Nur  von 
wenigen  vollständigen  Formensystemen  kann  man  sagen,  daß  man 
sie  wirklich  kennt  und  einigermaßen  beherrscht,  und  was  man  davon 
weiß,  verdankt  man  fast  ganz  der  symbolischen  Methode. 

Zwischen  einer  gestaltlosen  und  schwer  auszunutzenden  All- 
gemeinheit und  einer  verwirrenden  Fülle  von  Einzelheiten  hat  mau 
also  im  großen  und  ganzen  noch  keinen  gangbaren  Mittelweg  zu 
finden  gewußt.  Aber  was  ist  in  solchem  Falle  „das  Rechte"  ?  Leicht 
mag  es  darüber  so  viele  Meinungen  geben  als  Autoren,  und  noch 
einige  mehr.  Endgültiges  läßt  sich,  da  die  Wissenschaft  zum  Glück 
fortschreitet,  auch  in  dieser  Hinsicht  gewiß  nicht  erreichen.  Dennoch 
sollte  ein  Versuch  zum  besseren  gemacht  werden. 

Dieses  ist  die  Situation,  oder  wenigstens  meine  Ansicht  davon, 
die  mich  veranlaßt  hat,  zur  Abfassung  der  vorliegenden  Schrift  die 
Feder  in  die  Hand  zu  nehmen.  Ein  systematisches  Lehrbuch  würde 
eben  das  voraussetzen,  was  erst  herbeigeführt  werden  soll.  Es 
würde  wohl  auch  schon  um  seines  unvermeidlichen  Umfangs  willen 
nicht  viele  Leser  finden.  Mehr  Erfolg  glaube  ich  mir  versprechen 
zu  dürfen  von  einer  Einleitung  oder  Anleitung,  in  der  mit  Hinweisen 
auf  das,  was  anderwärts  zu  finden  ist  oder  überhaupt  noch  fehlt, 
ausgewählte  Probleme  nach  Art  einer  akademischen  Vorlesung  oder 
besser  noch  eines  Kolloquiums  abgehandelt  werden  (wie  ich  es  im 
Jahre  1921  tatsächlich  gehalten  habe).  Kenntnisse,  die  unter 
Mathematikern  nicht  allgemein  verbreitet  sind,  brauchen  dann  vom 
Leser  nicht  verlangt  zu  werden,  uxid  der  Umfang  des  Ganzen  kann 
in  mäßigen  Grenzen  bleiben.  Anmerkungen  für  Leser,  die  weitere 
Belehrung  suchen,  können  für  Fehlendes  einige  Entschädigung  bieten. 
Sie  sind  hier  durch  kleinen  Druck  kenntlich  gemacht.  Daß  sich 
darunter  ziemlich  viele  Verweisungen  auf  meine  eigenen  Schriften 
finden,  bitte  ich  mit  Nachsicht  zu  beurteilen.  Da  ich  sicher  nie 
dazu  kommen  werde,  meine  besonders  der  Geometrie  gewidmeten 
Untersuchungen  im  Zusammenhang  darzustellen,  das  meiste  davon 
aber  gar  nicht  bekannt  geworden  ist  (nicht  einmal  gewissen  Bericht- 
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erstattern  der  mathematischen  Enzyklopädie),  so  wird  man  mir  wohl 
einiges  zugute  halten. 

Entsprechend  der  bezeichneten  didaktischen  Tendenz  sind  aus- 
geführte Beisiaiele  eingestreut.  Diese  schließen  sich  im  vorliegenden 
Bande  noch  an  Aufgaben  der  ebenen  Geometrie  an;  erst  eine  in 
Aussicht  genommene  Foi-tsetzung  soll  einen  weiteren  Ausblick  nehmen. 
Im  Mittelpunkte  des  Vorzutragenden  steht  jedoch  die  Algebra  der 
Vektoren  mit  einer  unbestimmten  Zahl  von  Koordinaten ,  und  in 
dieser  Hinsicht  hoffe  ich  hier  schon  eine  gewisse  Vollständigkeit 
erreicht  zu  haben.  Es  ist  auch  Sorge  getragen,  daß  dieser  besonderen 
Disziplin  der  Platz  angewiesen  werde,  der  ihr  meines  Erachtens 
zukommt,  und  ich  erblicke  darin  gerade  eine  Hauptaufgabe  der  vor- 
liegenden Schrift. 

Bearbeiter  der  Vektoranalysis  und  verwandter  Ideenbildungen 
methodischer  Natur  (Ausdehnungslehre,  Matrizenkalkül,  Quatern- 
ionen  usw.)  betrachten  gerne  ihren  Stoff  als  eine  Welt  für  sich. 
Ohne  Zweifel  ist  hieran  viel  Berechtigtes.  Eine  solche  Forderung 
und  das  verwandte  Verlangen  nach  Eeinheit  der  Methode  ent- 
halten einen  heilsamen  Zwang  zur  Vertiefung.  Es  kommen  dabei 
nicht  nur  ästhetische  Gesichtspunkte  in  Betracht.  Um  die  Leistungs- 
fähigkeit einer  Methode  zu  ermessen,  muß  man  sie  eben  auszunutzen 
suchen.  Ungesund  ist  jedoch,  wenn  auch  menschlich  und  ver- 
ständlich, daß  die  Arbeitsteilung  unter  Mathematikern  (und  nicht 
nur  unter  diesen)  sich  fast  immer  nach  Methoden,  nicht  nach  Pro- 
blemen vollzieht.  Ungesund  deshalb,  weil  eine  Einengung  des 
Gesichtskreises  die  gewöhnliche  Folge  davon  ist.  Man  kennt  dann 
und  versteht  einander  nicht,  die  wertvollsten  Gedanken  können 
lange  Zeit  unfruchtbar  bleiben,  ganze  Disziplinen  können  aus  solchen 
rein  persönlichen  Ursachen  ins  Stocken  geraten.  Der  geräuschvolle 
und  nutzlose  Streit  um  die  Zeichen,  der  in  der  kleinen  Welt  der 
Vektorenrechnung  sogar  zu  dem  bedenklichen  Mittel  der  Einsetzung 
einer  Kommission  geführt  hat,  scheint  mir  ein  Symptom  dieses  Zu- 
standes  zu  sein.  Ich  gehe  auf  diesen  lehrreichen  Fall  noch  etwas 
näher  ein. 

In  einem  geistvollen  Werke  über  Ziel  und  Struktur  der  physi- 
kalischen Theorien!)  hat  Pierre  Duhem  der  Psychologie  der 
Forschertätigkeit  eingehende  Betrachtungen  gewidmet.  Mit  un- 
schädlicher  Übertreibung  klassifiziert   er  die   Förderer  der  Wissen- 


1)  Deutsch    von    F.  Adler.      Mit    einem  Vorwort   von    Ernst    Mach 
(1908). 
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Schaft  als  umfassende  aber  schwache,  und  starke  aber  beschränkte 
Geister.  Engländer  sollen  so  gut  wie  immer  zur  ersten,  Franzosen 
und  Deutsche  meistens  zur  zweiten  Kategorie  gehören,  was  durch 
lehrreiche  Beispiele  erläutert  wird.  Jedenfalls  dient  diese  Unter- 
scheidung der  Klarheit,  einerlei,  wie  viele  unverfälschte  Exemplare 
des  einen  oder  anderen  Typus  zu  finden  sein  mögen.  Sie  entspricht 
in  der  Hauptsache  dem  Gegensatz  von  intuitiver  und  logischer  Ver- 
anlagung, wobei  das  Wünschenswerte  die  Vereinigung  beider  Be- 
gabungen, das  Gewöhnliche  Einseitigkeit  oder  allenfalls  irgend  eine 
Mittelbildung  ist.  Nehmen  wir  also  diese  Unterscheidung  einmal 
wie  sie  ist,  so  kann  es  für  einen  Augenblick  scheinen,  als  ob  sich 
niemand  um  Rechnungssymbole  viel  zu  kümmern  brauchte.  Den 
einen  ist  jedes  Symbol  gut  genug,  weil  sie  sich  auch  im  wildesten 
Formelgestrüpp  zurecht  finden,  die  anderen  brauchen  vielleicht  gar 
keine  Symbole  für  spezielle  Theorien,  weil  ihnen  nur  „das  Prinzipielle" 
am  Herzen  liegt.  Indessen  richtet  sich  das  Interesse,  das  wir  an 
den  Grundlagen  unserer  Wissenschaft  nehmen,  doch  ganz  nach  dem, 
was  darauf  errichtet  werden  soll,  und  daß  das  Gebäude  der  Wissen- 
schaft in  allen  seinen  Teilen  in  immer  bessere  Ordnung  gebracht 
werde,  ist  ganz  gewiß  auch  eine  Forderung  von  grundsätzlicher  Be- 
deutung. Hier  tritt  nun  der  Formalismus  in  sein  Recht,  der  den 
mehr  logisch  Veranlagten  die  erwünschte  Übersicht  bringt,  den 
Intuitiven  den  Zwang  zur  Ordnung  aufei^legt.  In  den  Formeln 
spiegelt  sich  die  Struktur  mathematischer  Gedanken.  Es  ist  nicht 
gleichgültig,  ob  sie  mit  Nebendingen  überladen  sind.  Allgemein 
wird  anerkannt,  daß  die  Erfolge  der  Infinitesimalrechnung  zum 
großen  Teil  erst  durch  eine  glücklich  gewählte  Zeichensprache 
ermöglicht  worden  sind,  und  dasselbe  gilt  z.  B.  von  der  Determinanten- 
theorie oder  der  Theorie  der  Transformationsgruppen.  Das  Wort 
Eleganz  bezeichnet  nur  einigermaßen  das,  worauf  es  hier  ankommt. 
Es  ist  ein  ungeheures  Mißverständnis,  da  durchaus  nur  Äußerlich- 
keiten sehen  zu  wollen,  wo  das  innerste  Wesen  der  Mathematik  auf 
dem  Spiele  steht.  Es  handelt  sich  um  Gesetzmäßigkeiten  meistens 
gruppentheoretischer  Art.  Diese  Gesetzmäßigkeiten  sind  da,  wie 
alle  Mathematik  sind  sie,  gleich  dem  Tatsächlichen  der  äußeren 
Natur,  unabhängig  vom  erkennenden  Subjekt,  dem  nur  sie  aufzu- 
finden und  ihre  formale  Einordnung  in  einen  historisch  gegebenen 
Zusammenhang  übrig  bleibt.  Es  ist  nicht  objektiv,  sondern  gewalt- 
tätig,   sich   nicht  darum  kümmern  zu   wollen  i).     Die  methodischen 

^)  Man   lese  auch,    was    H.  Poincare    über   die   Eleganz   gesagt   hat. 
(Science  et  Methode  1908,  p.  25 ;  Deutsche  Ausgabe   von   H.  Lindemann. 
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Unterschiede,  die  hier  in  Betracht  kommen,  sind  nicht  nur  ver- 
gleichbar etwa  dem  Unterschied  zwischen  einer  Mosaik  und  einem 
mit  geeigneteren  Mitteln  fein  ausgeführten  Gemälde,  sondern  auch 
mit  dem  zwischen  einer  Lupe  (die  ja  gewiß  ein  nützliches  Instrument 
ist)  und  einem  Mikroskop.  Schwerlich  ist  es  Zufall,  daß  man  schlecht 
gebaute  Formeln  gewöhnlich  da  antrifft,  wo  auch  Präzision  für 
nebensächlich  gehalten  zu  werden  scheint  i). 

Ich  wünsche,  mich  sehr  deutlich  auszudrücken.  Ich  verkenne 
keineswegs,  daß  sich  nicht  alles  mit  einem  Male  zustande  bringen 
läßt,  und  daß  es  für  die  besprocheneu  Mängel,  wie  für  viel  schlimmere, 
Entschädigungen  geben  kann  und  öfter  auch  wirklich  gibt.  Es  hat 
sich  aber  schon  so  manches,  auf  das  eine  spätere  Zeit  Gewicht  gelegt 
hat,  dem  Blick  der  Forscher  zunächst  entzogen.  Daher  sollte  man 
vorsichtig  sein  mit  der  Behauptung,  daß  irgend  etwas  „nicht  geht". 
Oder  man  sollte,  in  anderen  Fällen,  nicht  so  leicht  zufriedengestellt 
sein  unter  dem  Vorgeben,  „die  Hauptsache",  d.h.  das,  was  man  als 
Hauptsache  hinstellt,  sei  ja  getan.  Man  sollte  vielmehr  die  An- 
sprüche an  sich  selbst  immer  so  hoch  schrauben  wie  möglich.  Die 
Ausführung  wird  auch  dann  noch  hinter  der  Absicht  zurückbleiben. 
Das  Darstellen  ist  eine  schwere  Kunst  und  Gründe  zur  Genügsamkeit 
sind  wohlfeil.  Auch  in  der  Mathematik  ist  noch  immer  Unzufrieden- 
heit die  Mutter  des  Fortschritts  gewesen. 

Wenn  also  —  um  wieder  zu  den  Zeichen  zu  kommen  —  diese 
gewiß  niemals  die  Hauptsache  in  der  Mathematik  sein  können,  so 
sind  sie  doch  bei  weitem  nicht  so  gleichgültig,  wie  es  nicht  wenige 
durch  unbedachte  Schriftstellerei  zu  verstehen  geben.  Wenn  ein 
Genie  wie  L.  Euler  oder  Faraday  auch  mit  unvollkommenem 
Werkzeug  Hervorragendes  zu  leisten  vermochte,  so  folgt  daraus 
ganz  und  gar  nicht,  daß  feingeschliffene  Instrumente  entbehrlich 
sind.  Zeichen  auf  dem  Papier  gehören  außerdem  zu  der  Sprache, 
durch  die  wir  uns  anderen  verständlich  zu  machen  suchen.  Sie  ver- 
dienen   also  eben  dieselbe  große  Aufmerksamkeit   wie,    als  Trägerin 


Wissenschaft  und  Methode ,  S.  20).  Wie  dagegen  rein  expansive  Geister 
über  solche  Dinge  denken,  hat  uns  der  Physiker  Boltzmann  verraten, 
der  zwar  kein  Engländer,  wohl  aber  ein  ganz  waschechter  Repräsentant 
des  englischen  Geistestypus  war:  Man  solle  die  Eleganz  den  Schustern 
und  Schneidern  überlassen.  Dergleichen  haben  wir  neuerdings  noch 
öfter  gehört,  und  leider  haben  auch  einige  Mathematiker  in  diesem  Chorus 
der  Nicht-Sachverständigen  ihre  Stimme  erklingen  lassen. 

^)  Siehe  z.B.  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung 
26,  96  u.ff.,  1916. 
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unserer  geistigen  Kultur,  die  Sprache  überhaupt,  die  ja  auch  nichts 
anderes  ist  als  ein  System  von  Zeichen.  Das  Urteil  über  eine  be- 
sondere Zeichensprache  aber  wird  ganz  davon  abhängen  müssen,  was 
sie  leistet,  wohin  und  wie  weit  wir  mit  einem  solchen  Hilfsmittel 
kommen  mögen,  ob  sie  uns  wirklich  die  Ersparnis,  nicht  etwa 
an  Arbeit,  sondern  an  unfruchtbarer  Arbeit  gewährt,  die 
allein  ihr  einen  Platz  in  der  Wissenschaft  sichern  kann. 

Von  dem  Gewinn,  den  irgend  ein  neu  einzuführendes  Eechnungs- 
verfahren  etwa  bringen  mag,  wird  nun  jeder  die  Mühe  abziehen,  die 
ihn  die  Aneignung  der  Methode  kostet.  Und  Leser  pflegen  für  neue 
Zeichen,  zum  Erstaunen  des  Autors,  ein  elendes  Gedächtnis  zu  haben. 
Man  wird  also  gut  tun,  darauf  zu  achten,  daß  die  Differenz  nicht 
am  Ende  gar  negativ  ausfällt.  Wer  ein  ohnehin  stark  belastetes 
Gedächtnis  willig  anstrengen  soll ,  dem  muß  vor  allem  jeder  Zweifel 
darüber  behoben  werden,  daß  nicht  etwa  kindliche  Freude  an  den 
Symbolen  um  der  Symbole  willen  der  Grund  solcher  Zumutung  ist. 
Das  Spiel  irgendwelcher  Zeichen  auf  dem  Papier  hat  an  sich  schwer- 
lich auch  nur  so  viel  Wert  wie  das  Schachspiel,  es  kommt  auf  das 
und  nur  auf  das  an,  was  die  Zeichen  vertreten  sollen.  Also  werden 
wir  uns  jedesmal  fragen  müssen:  Lassen  sich  diese  oder  jene  Ge- 
danken nicht  auch  mit  einem  schon  bewährten  Apparat,  ja  vielleicht 
mit  einem,  der  in  viel  weiterem  Umfange  brauchbar  ist,  nicht  etwa 
nur  ausdrücken  —  denn  das  wird  immer  möglich  sein  — ,  sondern 
ebensogut  ausdrücken  (ebenso  vollständig,  ebenso  einfach  usw.)? 

Ganz  gewiß  hat  nun  keiner  von  denen,  die  uns  mit  einem  wahren 
Platzregen  von  Symbolen  zu  überschütten  lieben  und  dazu  noch 
sprachbildnerische  Talente  durch  Erfindung  immer  neuer  Kunstworte 
für  dieselben  althergebrachten  Dinge  bemühen,  sich  irgend  etwas 
derart  vor  Augen  gestellt  i).    Entschuldigen  läßt  sich  ja  vieles  inner- 


1)  Einer  Zusammenstellung  des  Herrn  R.  Weitzenböck  entnehme 
ich  eine  Liste  von  Ausdrücken,  die  für  ternäre  bilineare  Formen  oder  ihre 
Koeffizientensysteme  in  Gebrauch  genommen  worden  sind:  Tensor  2.  Stufet 
Affiner,  Dyadic,  Tensortripel,  komplette  Dyade,  asym- 
metrischer Tensor,  Diatensor,  vektorielle  Homographie;  wozu 
noch  für  spezielle  Fälle  die  Namen  kommen:  Deviator,  Antitensor, 
Axiator,  Idemfaktor,  Versor,  Perversor  usw.  Das  Wort  Stufe  hat 
bei  Grass  mann  (1844)  und  in  der  gesamten  geometrisch  -  invarianten- 
theoretischen Literatur  eine  Bedeutung ,  die  man  hätte  festhalten  sollen. 
Wohin  würden  wir  kommen,  wenn  jedem  das  Recht  zugestanden  werden 
müßte,  sich,  unbekümmert  um  seine  Vorgänger,  eine  eigene  Kunstsprache 
zu  ersinnen  und  namentlich  schon  vorhandene  Worte,  ohne  erkennbare 
Motivierung,  in  ganz  neuem  Sinne  zu  gebrauchen?  Die  vorhandenen 
Kunstausdrücke  sind  nicht  tabu,  aber  sie  sind  auch  kein  herrenloses  GutI 
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hall)  gewisser  Grenzen.  Aber  ein  Anspruch  auf  Beachtung  kann 
durchaus  nur  sachlich  begründet  werden.  Unkenntnis  oder  Ver- 
stäudnislosigkeit  gegenüber  einer  ganzen  nach  Ansicht  der  Kenner 
wertvollen  Literatur  rechtfertigt  solchen  Anspruch  nicht.  Zu  be- 
denken ist  auch  noch  dieses,  daß  eine  unbedachte  Vervielfältigung 
der  Rechnungssymbole  und  Kunstausdrücke  die  Vergleichung  der 
Behauptungen  verschiedener  Autoren  erschweren  muß.  Die  Leistung 
einer  Übersetzungsarbeit,  die  desto  mehr  Geduld  verlangt,  je  weniger 
sie  wirklich  fördert,  wird  mancher  verweigern,  und  das  Recht  dazu 
kann  ihm  nicht  abgesprochen  werden. 

Gewisse  im  Umlauf  befindliche  Werturteile  dürften  hiernach 
kaum  aller  Berechtigung  entbehren.  Aber  ganz  in  der  Ordnung 
sind  sie  wohl  auch  nicht.  Kritik,  die  nicht  nur  die  Betroffenen  ver- 
ärgern, sondern  ihnen  und  anderen  Nutzen  bringen  soll,  muß  von 
einer  einleuchtenden  Begründung  begleitet  sein.  Summarische 
Schätzungen  schießen  oft  über  das  Ziel  hinaus  und  geben  nie  ein 
klares  Bild,  mögen  sie  nun  anerkennend  oder  abfällig  sein.  Über- 
haupt liegt  die  Kritik  in  unserer  Wissenschaft  sehr  im  Argen. 
Während  die  öffentlich  geübte  Kritik,  im  großen  und  ganzen, 
von  Wohlwollen  förmlich  strotzt,  sich  durch  Namen  einschüchtern 
läßt  und  nicht  einmal  gegenüber  offenbarer  Liederlichkeit  Worte 
findet,  werden  unter  der  Hand  eine  Menge  abfälliger  Wert- 
urteile weitergegeben,  und  zwar  auch  von  solchen,  die  zu  ihi-er  Be- 
gründung gar  nicht  imstande  sind.  Man  kann  es  ja  verstehen, 
warum  dieser  auch  in  anderen  Wissenschaften  fühlbare  Übelstand 
sich  gerade  in  der  Mathematik  zu  großen  Dimensionen  auswachsen 
konnte;  doch  sollten  wir  mehr  Verantwortungsgefühl  betätigen,  als 
es  leider  so  oft  geschieht. 

Was  man  in  der  algebraischen  Vektorenrechnung  gesucht  hat, 
ein  dem  Stoffe  möglichst  angemessenes  System  von  Zeichen,  war  längst 
da,  und  in  einer  viel  zweckmäßigeren  Gestalt  als  alles  das, 
was  sonst  von  verschiedenen  Seiten  vorgeschlagen  worden  ist^).  Ich 
werde  mich,  mit  geringen  Änderungen  (deren  Motivierung  man  nicht 
vermissen  wird!)  der  hergebrachten,  durch  die  Sache  selbst  in  allem 
wesentlichen  eindeutig  bestimmten  Zeichensprache  bedienen,  die  in 
der  älteren  Theorie  der  Invarianten  linearer  Transformationen  aus- 
gebildet worden  ist.  Eine  besondere  Vektoreusymbolik,  die  nur  zu 
leicht  den  Weg  ins  Freie  versperren  kann,  erscheint  mir  als  über- 
flüssig, wo  nicht  schädlich.  Jene  „Welt  für  sich"  wird  trotzdem  zu 
ihrem  vollen  Rechte  kommen. 


1)  Vgl.  S.  97,   101,   257,   258. 
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Im  Falle  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie,  die  in  allerlei 
Lehrbüchern  abgehandelt  wird,  habe  ich  schwerer  wiegende  Einwände 
zu  erheben.  Ich  denke  nicht  an  die  vielen  für  Anfänger  bestimmten 
Schriften,  deren  einziger  Daseinsgrund  die  Hoffnung  irgend  eines 
Verlegers  auf  Geldverdienst  zu  sein  scheint.  Auch  will  ich  nicht 
weiter  reden  von  der  den  Verfassern  vielfach  ganz  unbemerkt  unter- 
gelaufenen Verquickung  der  Mathematik  mit  Gegenständen  der  Er- 
kenntnistheorie, die  der  Sache  unmöglich  zum  Vorteil  gereichen  konnte. 
Über  diese  aus  der  ganz  anders  gearteten  Geometrie  der  Alten  über- 
nommene Methodik  habe  ich  mich  an  anderem  Orte  geäußert^).  Auf 
das  System  von  Erschleichungen,  das  aus  der  Einstellung  fast  aller 
Autoren  auf  das  Reelle  und  „Anschauliche"  entspringt  und  einen 
bedauerlichen  Mangel  an  logischer  Schulung  erkennen  läßt,  soll  eben- 
falls nur  kurz  hingewiesen  w^erden.  Jedenfalls  haben  sich  diese 
Schriftsteller  nicht  klar  gemacht,  daß  eine  analytische  Geometrie 
doch  vor  allen  Dingen  analytische  Geometrie  sein  soll,  und  daß 
sie  den  Unterbau  abgeben  muß  nicht  nur  für  Mechanik  und  für  die 
heutige  theoretische  Physik  —  wozu  sie  allenfalls  ausreicht  — ,  sondern 
auch  für  die  modernen  Disziplinen  der  höhereu  algebraischen  und 
Differentialgeometrie,  die  das  Imaginäre  gar  nicht  entbehren  können, 
und  daß  überhaupt  die  Abfassung  eines  brauchbaren  Lehrbuches  zur 
Voraussetzung  eine  wissenschaftliche  Erfahrung  hat,  die  keinesfalls 
aus  den  schon  vorhandenen  Lehrbüchern  geschöpft  werden  kann. 
Hier  habe  ich  es  besonders  zu  tun  mit  der  Handhabung  des  Koordi- 
natenapparats. Diesen  finde  ich  meistens  viel  zu  aufdringlich  in  den 
Vordergrund  gerückt  2).  Der  natürliche  Zusammenhang  der  Probleme, 
ihr  Wurzeln  in  gemeinsamem  algebraischem  Untergrund,  wird  da- 
durch verdeckt;  von  Fall  zu  Fall  wird,  wie  aus  einem  entlegenen 
Steinbruch,  von  manchen  Autoren  herbeigeschleppt,  was  man  an 
algebraischen  Hilfsmitteln  nötig  zu  haben  glaubt.  Allzuoft  wird 
das  Koordinatensystem  hin  und  her  geschoben  und  ohne  triftigen 
Grund   spezialisiert;    manche   Probleme    werden   auf    diese   Art   un- 


1)  In  den  Schriften  „Die  realistische  Weltansicht  und  die  Lehre  vom 
Eaume"   (1913),  und  „Mathematik  und  Physik"  (1923). 

2)  In  diesem  Punkte  bin  ich  auch  mit  der  „Koordinatengeomotrie" 
von  H.  Beck  nicht  einverstanden.  Im  übrigen  hat  dieses  Wei'k,  von  dem 
zurzeit  der  erste  Band  vorliegt  (1919),  mit  dem  hier  Vorzutragenden  allerlei 
Berührungspunkte;  es  ist  aus  demselben  Gedankenkreise  hervorgegangen. 
Der  erste  Wurf  konnte  wohl  nicht  ganz  gelingen,  zumal  der  Verfasser  mit 
widrigen  äußeren  Umständen  zu  kämpfen  hatte;  eine  zweite  Auflage  wird 
ohne  Zweifel  manches  bessern. 
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vermerkt  eingeschränkt.  Ein  sehr  berühmter  Mathematiker  hat 
diese  Methodik  sogar  als  theoretisches  Erfordernis  hinstellen  wollen, 
ich  weiß  nicht,  ob  ganz  im  Ernste;  man  soll,  wie  er  sich  ausdrückt, 
„invariant  denken",  aber  nicht  „invariant  rechnen".  In  anderen 
Fällen  wird  ein  zum  Teil  entgegengesetzter  Mißgriff  getan :  Es  wird 
schon  über  recht  elementare  Aufgaben  eigentlich  nur  geredet.  Das 
ist  das  Elend  der  idealistischen  Denkart,  daß  sie  überall  vom 
Nächstliegenden  und  Konkreten  nichts  wissen  will.  Die  Fiktion  eines 
Wesens  von  ewigem  Leben  und  unbegrenzter  Geduld  ist  nicht  ohne 
Nutzen,  aber  so  beschaffen  sind  wir  nun  einmal  nicht.  Müssen  wir 
uns  oft  genug  mit  einem  bloßen  Kochrezept  bescheiden,  so  sollte  das 
kein  Grund  sein ,  da  zu  verzichten ,  wo  sich  besseres  leisten  läßt. 
Über  die  Maßen  dürftig  ist  zum  Beispiel,  was  in  allerlei  Büchern 
über  die  Bestimmung  eines  Kegelschnittes  aus  gegebenen  Punkten 
und  Tangenten  zu  lesen  steht.  Wie  soll  doch  die  Lösung  eines 
solchen  individuellen  algebraischen  Problems  durch  eine  nach  Schema  F 
auszuführende  Rechnungsanweisung  ersetzt  werden  können?  Wäre 
man  je  nach  der  eigenen  Vorschrift  verfahren,  so  würde  man  gesehen 
haben,  daß  die  Sache,  in  der  Nähe  betrachtet,  ein  ganz  anderes  Ge- 
sicht bekommt  als  es  der  mathematische  Idealist  sich  träumen  läßt. 
Doch  es  mag  nun  des  Kritisierens  genug  sein! 


§1. 

Grundbegriffe  und  Zeichen. 

Ein  System  von  n  geordneten  reellen  oder  (gewöhnlichen) 
komplexen  Zahlen  erhält  je  nach  Umständen,  nämlich  je  nach  dem 
Gebrauch,  den  man  davon  machen  will,  verschiedene  Namen,  z.B. 
Punkt  oder  Vektor.  Handelt  es  sich  um  reelle  Zahlen,  so  heißt 
das  System  selbst  reell.  Es  wird  zweckmäßig  durch  ein  einziges 
Zeichen  dargestellt ;  z.  B. 

X  =  )  Xi ,  X2 , . .  • ,  X„  j , 
Y=  {Y„  Y,,...,  r.}. 
Ich  werde  mich  hier,  mit  Rücksicht  auf  gewisse  Anwendungen,  zu- 
nächst nur  der  zweiten  Terminologie   bedienen.     Vektoren  können 
in  üblicher  Weise  zu  „Summen"  zusammengesetzt  werden   nach  der 
Regel 

X+Y=  {X,+  Y„  X^+r^,  ...,  X„+  !„}; 

ebenso  können  sie  mit  Zahlen  (reellen  oder  gewöhnlichen  komplexen 
Zahlen)  „multipliziert"  werden  nach  der  Regel 

c.X  =  {cXi,  c'Xa,  ...,  cX„l; 
z.  B.  für  c  =  —  1 : 

X  :=    { Xi ,    X2  ,    .  .  . ,   X„  } . 

Der  dem  Werte  c  =  0  entsprechende  Vektor  heißt  „der  Vektor 
Null";  er  wird  im  Zusammenhang  der  zu  begründenden  Vektoren- 
rechnung nicht  durch  ein  besonderes  Zeichen,  sondern  durch  das 
gewöhnliche  Zeichen  der  Null  dargestellt  (was  nicht  zu  Mißverständ- 
nissen führen  wird): 

0  =  {0,  0,  ...,  0}. 

Es  folgt  hieraus,  daß  man  jeden  Vektor,  wie  man  sagt,  „additiv" 
oder  „als  lineares  Aggregat"  anderer  Vektoren  darstellen  kann, 
z.  B.  Z  =  X  -\-  (Z —  X),  und  namentlich 

X=  Xi{l,  0,  ...,  0}  +  XalO,  1,  0,  ...,  0I  +  ---4-  X,.{0,  0,  ...,  1}. 
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Die  einzelnen  Vektoren  auf  der  rechten  Seite  einer  solchen  sym- 
bolischen Gleichung   heißen   Komponenten  des    zerlegten  Vektors; 
bei  der  zweiten  Zerlegung  heißen  die  Zahlen  Xj . . .  X„  Koordinaten 
des  Vektors   X      Zwischen   Komponenten    und   Koordinaten 
ist  scharf  zu   unterscheiden  (was  nicht  immer  beachtet  worden 
ist).     Die  Zahl  c  ist  nicht  dasselbe  wie  das  System 
c(l,   0,  ...,  0}    =:   {c,  0,   ...,  Oj. 
Es  ist  hiernach  klar,  was  eine  symbolische  Gleichung  der  Form 
CiXi-f  C2X2  +  ...  +  c^X-  =  0 
zu  bedeuten  hat,  in  der  die  Zahlen  Cj  . . .  Cm  konstant  und  sogenannte 
Verhältnisgrößen  (nicht  alle  Null)  sind ,   und  in  der  die  Zeichen  X'' 
(natürlich   nicht  ^Potenzen,   was  keinen  Sinn  hätte,    sondern)   irgend 
welche  Vektoren 

X^ 

vertreten:  die  Vektoren  X^,  X^,  ...  X"*  heißen  dann  linear-ab- 
hängig; wenn  keine  solche  Gleichung  besteht,  werden  sie  linear- 
unabhängig genannt  1).  Die  Bedingung  dafür,  daß  m  Vektoren 
XI  ...  X^  linear-unabhängig  sind,  besteht  darin,  daß  die  Matrix 

^1      ,      -A.2 -A., 


'(k)       xr(/c)  -^(fe). 


Vi     ,   ^2     ,  ••  .,  -Ä.« 

den  Rang  m  hat.  Es  gibt,  bei  vorgeschriebenem  Werte  der  Zahl  n, 
nicht  mehr  als  n  linear  unabhängige  Vektoren,  und  aus  je  n  solchen, 
z.B.  aus  den  Vektoren  |1,  0,  ...,  0},  |0,  1,  ...,  0},  ...,  (O,  0,  ...,  1} 
—  speziellen  sogenannten  Einheitsvektoren  2)  —  können  alle 
Vektoren  additiv  zusammengesetzt  werden.  Jedes  so  benutzte  System 
von  n  linear  unabhängigen  Vektoren  heißt  eine  Basis  der  Vektoren- 
mannigfaltigkeit. Vom  Inbegriff  aller  Vektoren  sagen  wir,  er  bilde 
ein  Gebiet  w*"  Stufe 3);  da  die  Zahl  n  beliebig  ist,  so  gibt  es  un- 
endlich viele  solcher  Gebiete,  entsprechend  den  Werten  w  ^  1,  2,... 
Im  folgenden  wird  immer  da,  wo  nicht  das  Gegenteil  bemerkt  ist, 
n  ^  2  angenommen. 

Alle  Vektoren  eines  Gebietes  w*"  Stufe  bilden  ein  „nach  dem 
Unendlichen  hin"  nicht  abgeschlossenes  Kontinuum  „von  2  n  Dimen- 

^)  Wenn  sich  unter  den  Vektoren  X^,  X^,  .  .  .,  X"*  der  Vektor  Null 
befindet,  so  sind  sie  hiernach  immer  linear  abhängig. 

2)  Der  allgemeine  Begriff  des  Einheitsvektors  wird  später  erklärt. 

3)  Das  Wort  Stufe  wird  heutzutage  in  allerlei  Bedeutungen  gebraucht. 
Im  Sinne  des  Textes  hat  es  (1844)  H.  Grassmann  eingeführt;  es  scheint 
mir  richtig,  daß  es  dabei  bleibt. 
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sionen"  oder,  wie  man  (nach  dem  italienischen  Mathematiker  C.  Segre) 
besser  sagt,  „von  n  komplexen  Dimensionen".  Darin  ist  enthalten 
das  nur  n-dimensionale  Kontinuum  der  reellen  Vektoren,  nämlich 
derer,  die  ausscliließlich  reelle  Koordinaten  X^  ...  X„  haben. 

Unter  den  Funktionen ,  die  man  aus  den  Koordinaten  eines 
Vektors  oder  mehrerer  Vektoren  bilden  kann,  sind  nun  einige,  die 
für  Anwendungen  eine  besondere  Bedeutung  haben,  und  denen  daher 
auch  besondere  Worte  und  andere  Symbole  zugeordnet  zu  werden 
pflegen.  Es  ist  das  zunächst  eine  bilineare  Verbindung  der  Koordi- 
naten von  zwei  (nicht  notwendig  verschiedenen)  Vektoren  X,  Y: 

X,l\  +  X,Y,^---  +  XnYn. 

Sie  wird  nach  H.  Grassmann  (1844!)  „das  innere  Produkt", 
von  späteren  Autoren  auch,  im  Anschluß  an  die  auf  das  reelle  Gebiet 
zugeschnittene  Terminologie  Hamiltons,  „skalares  Produkt"  der 
Vektoren  X,  Y  genannt.  Eine  Menge  von  Zeichen  sind  dafür  vor- 
geschlagen worden,  z.B.  X.Y,  X  X  T,  X\Y,  [X\Y],  (XY), 
daneben  natürlich  auch  das  Summenzeichen  2  ^i  Yi  und  neuer- 
dings sogar  Xi  Yi  oder  ein  ähnliches  Zeichen ,  ohne  besonderen  Hin- 
weis auf  die  vorzunehmende  Summation  (!).  Ich  werde  mich  von 
den  im  Vorwort  angegebenen  Gründen  leiten  lassen ,  kann  aber  die 
getroffene  Wahl  an  dieser  Stelle  noch  nicht  genügend  motivieren. 
An  Stelle  des  früher  von  mir  vorgeschlagenen  und  auch  hier  später 
wieder  zu  verwendenden  Zeichens  (XY)  werde  ich  mich  bis  auf 
weiteres  des  Zeichens  (X  Y)  bedienen,  das  von  dem  Grassmann- 
schen  Symbol  [X  1  Y]  nicht  sehr  verschieden  ist  i). 
Wir  schreiben  also 

(1)  {X   Y)  =  X,  Y,  +  Xo  r^  + .-.  +  x„  r„: 

gelesen  w^erden  soll  „X  in  Y".  Übrigens  rechtfertigt  sich  das  Wort 
Produkt  (mit  einem  Zusatz)  daraus,  daß  (X  Y)  sich  für  n  =  1  auf 
das  gewöhnliche  Produkt  Xj  Y^  reduziert,  und  daß  die  zu  seiner 
Bildung  führende  „innere  Multiplikation"  mit  der  Addition  der  Vek- 
toren durch  das  Distributionsgesetz  verbunden  ist: 

(X  r  +  z)  =  (x:r)  +  (x  z). 

Eine  zweite  nicht  minder  wichtige  Verbindung  der  Koordinaten 
von  Vektoren  ist  das  —  ebenfalls  nach  Grassmann  —  sogenannte 
äußere   Produkt   von   n   Vektoren,    das    wnr    durch   das   Zeichen 


^)  Das    Zeichen    (X  Y)    wird    im  Falle    Ji  =  2    zweideutig.      (In    der 
zitierten  Untersuchung  vom  Jahre  1897  war  n  >  2  vorausgesetzt  worden.) 
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(X^X^...  X")  darstellen  wollen.  Es  ist  die  Determinante  aus  den 
Koordinaten  der  n  Vektoren,  also 

(2)  (XI X2 . . .  X" )  =    X{'^  Xf  ^ . . .  X^"^  . 

Das  Determinantenzeichen  selbst  wird  hierfür  nicht  gebraucht,  eben- 
sowenig wie  das  Zeichen  2  ^t  ^i  ^ür  (X :  Y).  weil  es  meistens  nicht 
nötig  und  oft  sogar  unvorteilhaft  ist,  die  einzelnen  Koordinaten,  aus 
denen  sich  eine  solche  Funktion  zusammensetzt ,  in  den  Formeln 
sichtbar  zu  machen. 

Mit  diesen  beiden  Symbolen  werden  wir  vorläufig  aus- 
kommen. Ihre  Bedeutung  liegt  darin,  daß  die  durch  sie  bezeichneten 
Funktionen  von  2  oder  n  Vektoren,  Funktionen  also  von  2n  oder 
«2  gewöhnlichen  Argumenten,  eine  Eigenschaft  haben,  die  man  durch 
das  Wort  Invarianz  bezeichnet.  Wir  begegnen  an  dieser  Stelle 
in  unserem  Zusammenhang  zuerst  diesem  wichtigen  Begriff  und 
gehen  daher  näher  auf  die  Sache  ein.  Das  ist  schon  darum  nötig, 
weil  in  der  vorhandenen  Literatur  über  gewisse  Festsetzungen,  ter- 
minologische und  andere,  keine  Übereinstimmung  herrscht,  wir  uns 
aber  natürlich  für  einen  eindeutigen  Sprachgebrauch  werden  ent- 
scheiden müssen. 

Wir  wollen  mit  Hilfe  eines  auflösbaren  Systems  linearer 
Gleichungen  dem  Vektor  X  einen  anderen  X  zuordnen.  Solche 
Gleichungen  schreibt  man  in  üblicher  Weise: 

(3)  Cii  Xi  +  •  •  •  ^  Ci„Xn  =  Xi  (?•  =  1,  2,  .. .,  n). 
Gleichbedeutend  damit  würde  die  Schreibart 

(4)  XiCu-f  •-•  +  X„ai  =  Xi 

sein  (wo  Cin  =  Cni),  die  in  unserem  Zusammenhang  sich  öfter  als 
noch  etwas  bequemer  herausstellen  wird,  und  daher  hier  gleich  Er- 
wähnung finden  mag.  Insofern  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen 
jedem  Vektor  X  des  Gebietes  n^^^  Stufe  einen  anderen  zuordnen 
kann ,  also  z.  B.  dem  Vektor  Y  einen  Vektor  Y,  spricht  man  von 
einer  Transformation,  und  zwar  von  einer  linearen  Trans- 
formation im  Kontinuum  der  Vektoren  X.  Andere  als  solche 
gegenseitig- eindeutige  lineare  Zuordnungen  werden  wir  überhaupt 
nicht  betrachten. 

Der  Vektor  X  heißt  „der  Transformierte"  des  Vektors  X,  der 
hier  als  gegeben  betrachtet  wird.  Wir  schreiben  X  — *"  X,  oder  noch 
deutlicher  XiSX^). 

')  Diese  sehr  zweckmäßige  Bezeichnung  von  Transformationen  ist  von 
Hermann  Wiener  vorgeschlagen  worden. 
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„X  geht  durch  die  Transformation  S  —  mit  der  Koeffizienten- 
inatrix  (ca)  oder  (Cki)  —  über  in  X"  Die  Transformation  S  ist 
also  zu  unterscheiden  von  der  Zuordnung,  die  aus  einem  gegebenen 
X  das  zugehörige  X  bestimmt,  nämlich  von  der  Zuordnung 
X  — >  X,  die  die  Entgegengesetzte  zur  Transformation  S  heißt  und 
der  mau  das  Zeichen  S~^  zuordnen  kann: 

xs-ix 

Ist  X  =  X  für  alle  X,  also  X,-  =  Xi,  so  gilt  auch  diese  Zuordnung, 
die  alle  Vektoren  in  Ruhe  läßt,  noch  als  Transformation.  Sie 
heißt  die  identische  oder  Einheitstransformation  und  wird 
durch  das  Zeichen  JE  dargestellt.     Offenbar  hat  man  dann  immer 

XSXS-^X    und    xs-^xsx, 

also  auch  Y S''^  YS  Y,  oder  kürzer 

Die  einzelne  lineare  Transformation  ist  durch  das  Wertsystem 
ihrer  Koeffizienten,  durch  die  n^  Parameter  Ciu  oder  Cki  bestimmt. 
Diese  können  im  übrigen  beliebig,  immer  aber  nur  so  gewählt  werden, 
daß  die  Determinante  der  Koeffizientenmatrix  ||  Cui  ||  oder  [j  Ciu  |  von  Null 
verschieden  ausfällt.  Ferner  bilden  die  linearen  Transformationen 
in  ihrer  Gesamtheit  eine  Gruppe.  Das  heißt  erstens:  Führt  man 
zwei  solche  Transformationen  hintereinander  aus,  nach  dem  Schema 
X  — >-  X  — >  X  oder  deutlicher  XSiXS^X,  so  erhält  man  wieder 
eine  Transformation,  die  derselben  Mannigfaltigkeit,  Schar  oder 
Menge  von  (hier  linearen)  Transformationen  angehört;  zweitens 
gehört  die  Entgegengesetzte  zu  einer  unserer  Transformationen 
wiederum  zu  der  erklärten  Schar  von  (linearen)  Transformationen. 
Bezeichnen  wir  die  zusammengesetzte  Transformation  mit  S^,  und 
schreiben  wir  kurzweg 

so  werden  die  Parameter  c'i'k  von  Sg  ohne  weiteres  aus  den  Para- 
metern Cik  und  c'ijc  von  Sj  und  Sg  berechnet.  Sie  ergeben  sich  aus 
der  bekannten  Multiplikationsregel  quadratischer  Matrizen,  nach  dem 

Schema  ii   -    n    i,       n  i  t-    , 

II Cik II . II CikW  =  il 2JjCij Cj k\\  =  \\ Cik |: 

oder,  was  dasselbe  aussagt,  nach  dem  Schema 

\\Ck'i\\.\\ai\\^\\2jjCkjCii\\  =  10:4. 

Hieraus  aber  folgt  die  entsprechende  Regel  für  die  zugehörigen 
Transformationsdeterminanten  |  S^  |  =  |  Ca-  \  =  \  Cki  \  usw.: 

(5)  I  C'ik  \.\Cik\:^   \  Cik  i ,       I  Cki  '  .  I   Cici  i    =    I  Cki    ■ 

study,  Invarianten.  g 
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Als  selbstverständlich  kann  gelten,  daß  die  erklärten  linearen 
Transformationen  (wie  eindeutig  umkehrbare  Transformationen  über- 
haupt) dem  sogenannten  Assoziationsgesetz  der  Multiplikation 
folgen ;  d.  h.  bedeuten  jetzt  Sj ,  S, ,  83  irgend  drei  lineare  Trans- 
formationen, so  ist  immer 

so  daß  man  also  das  einfachere  Zeichen  Sj  §2  S3  für  diese  Zusammen- 
setzung von  drei  Transformationen  gebrauchen  darf.  Dagegen  ist 
natürlich  nicht  immer  Sj  Sg  =  S^  Si-  Ist  es  im  besonderen  Falle 
doch  so,  so  heißen  die  Transformationen  Si  und  So  vertauschbar. 
Die  identische  Transformation  ist  mit  allen  anderen  Transformationen 
vertauschbar,  ^£S  =r  SJE  =  S,  und  ebenso  jede  lineare  Transforma- 
tion mit  allen  ihren  Potenzen  S-  =»SS  usw.,  zu  denen  man  auch, 
als  nullte  Potenz,  die  identische  rechnen  kann,  E  =  S",  und  ebenso 
auch  die  schon  erklärte  Transformation  iS"^  mit  ihren  Potenzen 
S-2  =  S-^S-i,  ...,  sowie  mit  S»,  S\  S'^  usf. 

Alles  dieses  gilt  für  reelle  wie  komplexe  Transformationen,  d.  h. 
es  gilt,  einerlei,  ob  man  für  die  Parameter  Cik  usw.  komplexe  Werte 
zulassen  oder  sie  auf  reelle  Werte  einschränken  will.  Es  besteht 
aber  zwischen  diesen  beiden  Fällen ,  auch  abgesehen  von  der  Ver- 
schiedenheit der  Parameterzahl,  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied: 
Die  komplexen  linearen  Transformationen  bilden  in 
ihrer  Gesamtheit  ein  Kontinuum  (von  „oo^«^"  Dimensionen, 
oder  deutlicher  „von  00"^  komplexen  Dimensionen"). 

Die  reellen  linearen  Transformationen  dagegen  bilden 
ein  Kontinuum  (von  cx^"^  Dimensionen)  nur  dann,  wenn  die 
Stufenzahl  n  ungerade  ist. 

Im  anderen  Falle  hat  man  es  mit  zwei  völlig  getrennten 
Scharen  oder  „Schichten"  von  Transformationen  zu  tun, 
und  die  Transformationen  der  einen  dieser  Schichten,  die 
durch  positive  Werte  der  Transformationsdeterminante 
gekennzeichnet  wird,  bilden  für  sich  eine  Gruppe. 

Wir  können,  um  diesen  letzten  Sachverhalt  kurz  zu  bezeichnen, 
von  einer  geschichteten  Gruppe  mit  einem  Bestand  von  2.oc"^ 
Transformationen  reden  1). 

Eines  ausgeführten  Beweises  bedarf  nur  die  Behauptung,  daß 
bei  geradem  n  und  reellen  Werten  der  Koeffizienten  Cjjt  nicht  mehr 
als    zwei   Kontinua    von   Transformationen    vorhanden    sind.      Wir 


^)  Lies  Terminus  ist  „Gemischte  Gruppe".     Mir  seheint  der  im  Text 
vorgeschlagene  Ausdruck  bezeichnender  zu  sein. 
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werden  aber  diesen  übrigens  folgenreichen  Satz^)  weiterhin  nicht 
gebrauchen  —  so  mag  es  dem  Leser  überlassen  bleiben,  sich  selber 
den  Beweis  zu  suchen,  der  nur  die  einfachsten  Hilfsmittel  aus  der 
Determinantentheorie  erfordert.  Lassen  wir  ihn  als  richtig  gelten, 
so  haben  wir  drei  Typen  von  Gruppen  gefunden,  wovon  zwei  konti- 
nuierlich sind  und  eine  geschichtet  ist.  Zwischen  den  beiden 
ersten  aber  besteht  noch  der  wesentliche  Unterschied,  daß  die  eine 
mit  Hilfe  von  analytischen  Abhängigkeiten  beschrieben  werden  kann 
(Determinante  q^  0),  die  andere  nicht  (Cit;  reell,  Determinante  ^  0). 
Wir  bezeichnen  daher  die  erste  dieser  zwei  Gruppen ,  und  nur  sie, 
als  eine  analytische  Gruppe^). 

Wir  wenden  uns  jetzt  nochmals  zu  den  Gleichungen  (4)  und 
schreiben  sie  zusammenfassend  so : 

(6)  ^Xi{Cn,   ...,Cin]    =    \X,,   ...,Xn\    =    X 

Nichts  hindert  dann,  den  Vektor  X  als  den  gegebenen  anzu- 
sehen.     Wir  haben  dann  diesen  Vektor  statt  auf  die  Basis 

{1,  0,  ...,  0},  ...,  {0.  0,  ...,  1} 
auf  die  in  der  Regel  von  ihr  verschiedene  Basis 
I  ^11  •  •  •  ^m}»  •  •  •,   I  ^nv  •  •  ^nn\ 

bezogen.  Fällt  diese  nicht  gerade  mit  der  ersten  zusammen,  ist  also 
nicht  immer  X  =  X,  so  spricht  man  von  einer  Änderung  des 
Koordinatensystems  (durch  lineare  Substitution). 

Offenbar  ist  die  eine  Auffassung  der  Formeln  (4)  oder  (6)  so 
gut  wie  die  andere,  wir  dürfen  sie  beide  als  gleichwertig  gelten 
lassen.  Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  daß  sie  sich  überall  beide  in 
gleicher  Weise  empfehlen  müßten.  Handelt  es  sich  um  gewisse  An- 
wendungen, besonders  um  solche  in  der  theoretischen  Physik,  so 
wird  man  der  zweiten  Auffassung  den  Vorzug  geben.  Vektoren 
dienen  dann  zur  Bezeichnung  physikalisch  bedeutungsvoller  Größen, 
und  dann   ist  es   sachgemäß,    sie  ruhen  zu  lassen   und,    behufs  Auf- 

^)  Näheres  darüber  findet  man  in  einem  Aufsatz  über  die  Begriffe 
Links  und  Rechts,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  III.  Reihe,  21, 
201  ff.   (1913). 

2)  Nach  S.  Lie  heißt  sie  eine  kontinuierliche  Gruppe.  Das 
scheint  mir  unlogisch,  also  ein  entschiedener  Mißgriff  zu  sein,  wiewohl, 
soviel  ich  weiß ,  diese  Terminologie  sonst  keinen  Widerspruch  gefunden 
hat.  Die  Kontinuität  sichert  nicht  den  analytisciien  Charakter,  der  doch 
auch  von  S.  Lie  gefordert  wird.  Niemand  denkt  jetzt  noch  daran ,  als 
stetige  Funktionen  nur  solche  zu  bezeichnen,  die  differentiierbar  sind. 

2* 
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findung  ihrer  vom  besonderen  Koordinatensystem  unabhängigen  Eigen- 
schaften, nur  ihre  Koordinaten  zu  variieren.  So  konnte  L.  Euler 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  ver- 
einfachen, indem  er  sie  auf  ein  speziell  gewähltes,  im  bewegten 
Körper,  nicht  im  Eaume  des  (ruhend  gedachten)  Beobachters  befind- 
liches System  von  Koordinaten,  oder  also  auf  eine  mit  dem  Körper  fest 
verbundene  Basis  bezog,  durch  Einführung  der  Hauptträgheitsachsen. 
Hier  kommt  es  mir  mehr  auf  die  Klarstellung  gewisser  Grund- 
begriffe an,  und  auch  auf  die  Einordnung  des  Vorzutragenden  in 
die  von  S.  Lie  begründete  allgemeine  Theorie  der  Transformations- 
gruppen. Ich  werde  also  in  der  Regel  der  ersten  Auffassung  den 
Vorzug  geben,  bei  der  die  Basis 

{1,  0,  ...,  OJ  ...  {0,  0,  ...,  Ij 

ein-für-allemal  beibehalten  wird  —  was  ja  eine  andere  Deutung  der 
Formeln  nicht  ausschließt.  Einiges  Gewicht  möchte  ich  dabei  auf 
den  Umstand  legen,  daß  sich  in  der  vorzutragenden  Theorie  alles  im 
Rahmen  der  in  der  Analysis  üblich  gewordenen  Darstellungsformeu 
vollziehen  wird.  Der  Vektor  wird  definiert  durch  das  System 
seiner  Koordinaten  Xi  . . .  Xn ;  er  wird  nicht  etwa  nur ,  wie  es  in 
vielen  Schriften  heißt,  durch  solche  Koordinaten  dargestellt.  Dazu 
nämlich  müßte  er  sich  auf  irgend  eine  andere  Weise  (präzise)  defi- 
nieren, also  von  anderen  ebenso  definierten  Vektoren  deutlich  unter- 
scheiden lassen.  Physikalisch  (mit  Hilfe  von  Metermaßen,  Uhren  usw.) 
l)estirambare  Größen,  an  die  man  hier  vor  allem  denken  wird,  haben 
indessen  diese  Eigenschaft  nicht:  Das  einzige  wirklich  Greifbare  am 
Vektor  sind  seine  (unter  Umständen  durch  unendliche  Prozesse  er- 
klärten) Koordinaten.  Durch  Hineintragen  eines  Fremden  und  Un- 
bestimmbaren in  die  Mathematik  wird  deren  Reinlichkeit  zerstört. 

Hier  wollen  wir  nun  noch  nicht  die  Gruppe  aller  linearen  Trans- 
formationen betrachten,  sondern  nur  eine  Untergruppe  von 
ihr,  die  die  sogenannten  orthogonalen  Transformationen  umfaßt. 
Diese  sind  erklärt  durch  die  Forderung,  daß  die  Quadratsumme 
{X\X)  =■  2J Xi  bei  der  Transformation  der  Veränderlichen  ihrem 
Werte  nach  immer  (für  alle  X)  ungeäudert  bleiben  soll.  Die  Be- 
dingungen hierfür  sind  zur  Genüge  bekannt,  und  es  folgt  sogleich 
die  noch  etwas  umfassendere  Beziehung  {X\Y)  =  {X\Y).  Die 
Determinante  einer  solchen  Transformation  kann  nur  einen  der 
Werte  +1  haben.  Ist  sie  =  1,  so  reden  wir  von  eigentlichen, 
anderenfalls  von  uneigentlichen  orthogonalen  oder  uneigent- 
lich-orthogonalen Transformationen. 


t?l.     Grundbegriffe  und  Zeichen.  21 

Die  orthogonalen  Transformationen  bilden  ei neGruppe 
y,  rj  von  2  •  oo  ^  analytischen  Transformationen,  d.  h. 
eine  solche,  die  aus  zwei  Schichten  mit  je (so- 
genannten wesentlichen)  komplexen  Parametern  besteht, 
und  von  denen  die  eigentlichen  für  sich  eine  analytische 
Gruppe  y  bilden. 

Ähnlich  bilden  die    reellen    orthogonalen  Transforma- 

n(>i  -1) 

tiouen  eine  Gruppe  von  2  •  oo  ^  Transformationen,  in 
der  jede  Schicht  kontinuierlich  ist,  und  von  denen  die 
eigentlichen  eine  kontinuierliche  Gruppe  bilden  i). 

Anders  ausgedrückt: 

Jede  der  beiden  Schichten  orthogonaler  Transforma- 
tionen  hat  einen  einzigen  „reellen  Zug"  von Di- 
mensionen. 

Der  diesmal  vorliegende  Sachverhalt  ist  schon  ziemlich  viel  ver- 
wickelter als  im  vorigen  Falle.  Die  n^  Koeffizienten  sind  jetzt  durch 
eine  Menge  algebraischer,  bei  geeigneter  Gruppierung  auch  analyti- 

M  (/yi    1   \ 

scher,  Gleichungen  verbunden,  und  zwar  derart,  daß  gerade 

der  Koeffizienten  keiner  Beschränkung  mehr  unterliegen.  Es  ge- 
gelingt aber  nicht,  diese  Koeffizienten  ein  für  allemal  so  zu  wählen, 
daß  man  die  übrigen,  womöglich  gar  eindeutig,  durch  sie  ausdrücken 
könnte.  Aus  diesem  Grunde  ist  in  unserem  Satze  nur  von  „wesent- 
lichen" Parametern  die  Rede,  es  wird  nur  die  Dimensionenzahl  (Zahl 
komplexer  oder  reeller  Dimensionen)  der  zwei  Transformationen- 
schichten bezeichnet. 

Nachzuweisen  ist,  erstens,  daß  die  orthogonalen  Transforma- 
tionen im  reellen  wie  im  komplexen  Gebiete  nur  zwei  kontinuier- 
liche Schichten  bilden,  zweitens,  daß  die  Zahl  der  Parameter  richtig 
angegeben  ist.  Beide  Behauptungen  sind  besondere  Fälle  eines  um- 
fassenderen Lehrsatzes,  der  später  entwickelt  und  begründet  werden 
soll.  Für  unsere  nächsten  Überlegungen  genügt  es,  den  Untei-- 
schied  der  eigentlichen  und  uneigentlichen  orthogonalen  Transforma- 


^)    Nicht    im    Sinne    von    S.    Lie,    dessen    Kunstsprache    hier    ein    an- 
g'emessenes  Wort  fehlt.     Siehe  die  vorige  Anmerkung. 
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tionen  terminologisch  festgelegt  zu  haben,  der  in  der  Möglichkeit  des 
doppelten  Vorzeichens  im  Gleichungssystem 

(X'r)=     (X'F), 

(Xi...X«)  = +(Xi...X«) 
seinen  Ausdruck  findet. 

Wir  bezeichnen  die  beiden  Ausdrücke  links  als  elementare 
Invarianten  der  Gruppe  y  der  eigentlichen  orthogonalen  Trans- 
formationen und  haben  also  eine  „symmetrische"  elementare  In- 
variante von  je  zwei  Vektoren  und  eine  „alternierende"  von  je 
n  Vektoren  gefunden. 

Klar  ist,  daß  jede  ganze  rationale  Funktion  von  irgendwelchen 
Invarianten  dieser  beiden  Typen  ebenfalls  die  Invarianteneigenschaft 
gegenüber  eigentlichen  orthogonalen  Transformationen  haben  muß. 
d.  h.  daß  sie,  gebildet  in  den  transformierten  Veränderlichen,  immer 
denselben  Wert  liefert.      Und  damit  ergibt  sich  nun  ein  Problem. 

Wir  bezeichnen  jetzt  als  ganze  rationale  Invariante  irgend- 
welcher Vektoren,  deren  Koordinaten  voneinander  unabhängige  Ver- 
änderliche sind,  gegenüber  der  Gruppe  y,  jede  ganze  rationale 
Funktion  dieser  Koordinaten,  die  nach  Ausführung  einer  beliebigen 
eigentlichen  orthogonalen  Transformation  ihren  W^ert  reproduziert. 
Haben  wir  diese  ganzen  rationalen  Invarianten  etwa  schon  gefunden? 
Eine  Untersuchung  hierüber  soll  unser  nächstes  Thema  bilden. 

Zuvor  aber  soll  noch  eine  terminologische  Festsetzung  getroffen 
werden.  Es  ist  schleppend,  von  einem  Vektor  {Xi...X„}  immer 
als  von  einem  System  von  Zahlen,  insbesondere  von  Veränderlichen 
zu  reden.  Der  Vektor  wird  in  unsere  Untersuchung  als  Ganzes  ein- 
gehen: daher  ist  es  sachgemäß,  den  Vektor,  wenn  er  variiert  werden 
soll,  als  eine  (nach  H.  Grassmann  „extensive")  „ Veränderliche •" 
zu  bezeichnen. 

Im  Hinblick  auf  den  Zustand  eines  beträchtlichen  Teiles  der  geo- 
metrischen Literatur  mögen  sich  vielleicht  einige  Leser  darüber  wundern, 
daß  wir  unsere  Voraussetzungen  so  allgemein  genommen  haben.  Genügt 
nicht  die  Beschränkung  auf  Vektoi-en  mit  reellen  Koordinaten? 

Eine  erschöpfende  Erörterung  hierüber  würde  uns  viel  zu  weit  führen. 
Es  mag  aber  auf  folgendes  hingewiesen  werden.  Zu  unserem  weiteren 
Programm  gehört  unter  anderem  auch  die  Untersuchung  von  Gruppen,  die 
durch  die  Invarianz  von  Quadratsummen  mit  teils  positiven,  teils  negativen 
Koeffizienten  definiert  sind.  Diese  Quadratsummen,  und  ebenso  die  zu- 
gehörigen Gruppen,  gehen  dann  durch  ganz  einfache  Substitutionen  in- 
einander über,  wenn  man  Vektoren  mit  komplexen  Koordinaten  zuläßt. 
Beschränkt  man  sich  aher  auf  die  Betrachtung  reeller  Vektoren,  so  tritt 
an  Stelle  dieses  Zusammenhanges  eine  bloße  Analogie,  die  dazu 
noch  mehrfach  durchbrochen  ist.     Es  ist  widersinnig,  z.  B.  sagen  zu  wollen  > 
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die  quadratische  Form  X^  -\ \- X^   gehe   durch   die   Substitutionen  X, 

=  Fl,   X^  =  iY^,  ...,  Xn  =  iYn    in   die    quadratische    Form    Y^  —  Y.; 

Y'^  über,  wenn  man  es  doch   nur  mit  reellwertigen  quadratischen 

Formen  zu  tun  hat. 

Die  komplexen  Größen  lassen  sich  in  der  Algebra  nirgends  entbehren, 
und  wenn  sie  einmal  eingeführt  werden  müssen,  so  kann  es  nicht  früh 
genug  geschehen. 

§2. 

Die  Fundamentalsätze 

der  Algebra  der  Vektoren  in  spezieller  Fassung. 

Wir  untersuchen  jetzt  ein  System  von  beliebig  vielen  Vektoren 
in  endlicher  Zahl,  die  wir  als  unabhängige  „Veränderliche"  be- 
trachten und,  nach  Bedürfnis,  durch  verschiedene  Zeichen  wie 
X,  Y,  Z,  ...,  Z1...X'«  darstellen  (§  1),  und  wir  fragen  nach  allen 
ganzen  rationalen  Funktionen  dieser  Vektoren  (d.  h.  ihrer  Koordi- 
naten), die  gegenüber  eigentlich-orthogonalen  Transformationen  die 
Invarianteneigenschaft  haben,  die  also,  bei  Ausführung  einer  solchen 
Tranformation  auf  alle  Vektoren  zugleich,  ihre  Werte  immer  repro- 
duzieren. 

Diese  Frage  wird  beantwortet  durch  einige  Lehrsätze,  die  ich 
mir  als  Fundamentalsätze  der  Vektorenrechnung  zu  be- 
zeichnen erlaube,  wiewohl  sie  meines  Wissens  nicht  in  einem  ein- 
zigen der  zahlreichen  Lehrbücher  über  diesen  Gegenstand  auch  nur 
eine  Erwähnung  gefunden  haben  i). 

Um  hier  und  auch  später  schleppende  Redewendungen  zu  ver- 
meiden, heiße  —  wie  schon  in  §  1  —  ein  für  allemal  y  die  Gruppe 
der  eigentlich-orthogonalen  Transformationen  eines  Gebietes  wter  Stufe, 
und  y,  r]  ihre  Erweiterung  durch  die  Schar  oder  Schicht  r}  der  un- 
eigentlich-orthogonalen Transformationen  desselben  Gebietes.  Eine 
erste  Behauptung  ist  dann: 

L  Jede  ganze  rationale  Invariante  beliebig  vieler  Vek- 
toren gegenüber  der  Gruppe  y  ist  eine  ganze  rationale 
Funktion  gewisser  „elementarer"  Invarianten,  nämlich 
Funktion  von  Invarianten  der  beiden  Typen 

(X I  r),       {X, X,... x„) 2). 

^)  Siehe  die  in  der  Einleitung  zitierte  Arbeit  (Leipz.  Ber.  1897).  Auf 
die  Sätze  des  Textes  und  Verwandtes  beziehen  sich  noch  zahlreiche  Ar- 
beiten von  R.  Weitzenböck  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie. 

^)  Von  hier  an  setze  ich  da,  wo  keine  Verwechslung  zu  befürchten 
ist,  die  Indizes  der  zu  unterscheidenden  Vektoren  unten  hin,  wie  ich  es 
aus  früheren  Arbeiten  gewöhnt  bin. 
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Durch  diesen  Satz,  dessen  Begründung  weiter  unten  folgt,  wird 
die  aufgeworfene  Frage  noch  nicht  vollständig  beantwortet.  Es 
kann  nämlich  sein,  daß  zwei  verschiedene  Funktionen  von  Invarianten 
der  genannten  Typen  dieselbe  Invariante  darstellen,  oder  also,  daß 
eine  solche  Funktion  identisch  den  Wert  Null  hat,  ohne  daß  man 
ihr  das  gleich  anzusehen  brauchte.  Ein  zweiter  Lehrsatz  handelt 
daher  von  Invarianten,  die,  identisch  gleich  NuU,  lediglich  eine 
formale  Existenz  haben,  und  also,  nachdem  sie  durch  den  Lehrsatz  I 
unvermeidlicherweise  eingeführt  worden  sind,  hinterher  irgend- 
wie wieder  beseitigt  werden  müssen. 

IL  Jede  ganze  rationale  Invariante  beliebig  vieler 
Vektoren  gegenüber  der  Gruppe  y,  die  identisch  den  Wert 
Null  hat,  läßt  sich,  nachdem  sie  gemäß  der  Vorschrift  I 
dargestellt  ist,  mit  Hilfe  „trivialer"  ümfoi'mungen  als 
Summe  von  Gliedern  schreiben,  deren  jedes  entweder  (min- 
destens) einen  (identisch  verschwindenden)  Faktor  des 
Typus 

+  (X3Z,---ZoXi)-(X2|r)  +  ----f (-i)"(XoZi---x„_a).(x„  d 

oder  (mindestens)  einen  solchen  des  Typus 

B  =  (X,...Xn).iY,...T,d-   (X,   l\)...{Xn    r„) 
hat. 

Daß  die  Ausdrücke  der  Form  B  tatsächlich  immer  den  Wert 
Null  haben,  sagt  der  Multiplikationssatz  der  Determinanten,  und 
ebenso  wird  das  identische  Verschwinden  von  A  ohne  weiteres  als 
eine  einfache  Determinantenformel  erkannt,  die  sich  übrigens  noch 
auf  allerlei  andere  Arten  schreiben  läßt;  z.  B.  kann  man  auch  schreiben  : 
{X,X,...Xn).(Xo\T)  =  (X,X,...X„).{X,\T) 
-i-iX.Xo-  ■X„)-iX,\Y)  +  --+iX,X,--'Xo).(Xn\Y). 
Man  hat  damit  die  lineare  Abhängigkeit,  die  zwischen  je  w  +  1 
Vektoren  besteht,  deren  n  voneinander  unabhängig  sind,  und  in  der 
abgekürzten  Gestalt  derselben  Formel 

{X,X,...Xr,)X=iXX,...Xn)X, 

-h(X,X  •■■Xn)X,-\----^(X,X,---X)X„ 
hat   man  den  Ausdruck  irgend  eines  Vektors  X  durch   eine  £asis 
von  irgendwelchen  n  linear  unabhängigen  Vektoren  Xi- . .  X„. 

Der  Satz  II  behauptet  nun,  daß  man  das  identische  Verschwinden 
einer  ganzen  rationalen  Invariante  der  Gruppe  y  immer  durch  „tri- 
viale" Umformungen  sichtbar  machen  kann.     Trivial  aber  nennen 


in  spezieller  Fassung.  2  5 

wir  ein  Hinzufügen  von  solchen  ganzen  rationalen  Funktionen  der 
Ausdrücke  {X  Y)  usw. ,  (Xi  X^X^. ..  Xn)  =  —  (Xg  X^Xs  . . .  X„)  usf., 
die  sich  auch  dann  noch  gegenseitig  zerstören,  wenn  man  eben 
diese  Ausdrücke  durch  irgendwelche  Zahlen  ersetzt.  Wie  das  ge- 
meint sein  soll,  sehen  wir  am  besten  an  einem  Beispiel,  in  dem  wir 
die  „triviale"  Umgestaltung  einer  identisch  verschwindenden  In- 
variante wirklich  ausführen.  Gewiß  hat  die  aus  2{n-\~  1)  Vektoren 
abgeleitete  Determinante  |  (Xq  \  Tq)  . . .  {X„  |  Y„)  \  immer  den  Wert 
Null.  Sie  ist  ja  ein  Produkt  von  zwei  (n  -\-  l)-reihigen  Determi- 
nanten, in  deren  jeder  eine  Zeile  oder  Spalte  nur  Nullen  enthält. 
Eben  dasselbe,  sagt  unser  Satz  11 ,  muß  sich  nun,  wenn  auch  auf 
umständlichere  Art,  auch  so  zeigen  lassen,  daß  im  Verlaufe  der 
Rechnung  die  Verbindungen  (X  \  Y),  (Xi . . .  X„)  niemals  in  ihre  Be- 
standteile aufgelöst  werden;  vorausgesetzt,  daß  man  schon  weiß,  daß 
alle  Ausdrücke  der  Form  Ä  oder  B  knmer  den  Wert  Null  haben. 
In  der  Tat  ist  identisch 

{Xo    Yo)...iXn    Y„)\ 
=  {Xo,Yo).XXi  Y,)...iXn\Yn)-{X^\Yo).\{Xo  Y,)...iX„Y„) 

+  (X2|ro)-|(Xo|ri)(x,  ir2).--(x.,Y„)|--f..-, 

=  -iXo\Yo)-\{X,X,-'Xn)(Y,---Y„)~  (Z,  r,).-  iXnYn)\\ 
-^iX,\Y,)-{(XoX,---X„)iY,---Yn)-   iXoY,)---(X„  Y„)\\ 

-  + 

+  {{Xo\Y,){X,X,...X,.)  -  iXiYo)iXoX,...Xn) 
+    {X,\Y,){XoX,X,---Xn)-  +  --'\'{Y,---Y„) 

=  -   (Xo   Yo)-B,-^{X,Yo)'B,-  +  ----\-A-{Y,---Y„)  =  0. 

Die  Determinante,  von  der  wir  ausgegangen  sind,  ist  also 
schließlich  in  die  Form  einer  Summe  gesetzt  worden,  in  der  jedes 
einzelne  Glied  einen  Faktor  der  Form  Ä  und  B  hat,  und  es  ist 
eben  dadurch  in  Evidenz  gesetzt,  daß  jene  Determinante  identisch 
gleich  Null  ist.  Dieses  aber  wurde  lediglich  dadurch  erreicht,  daß 
der  Determinante  eine  ganze  rationale  Funktion  von  elementaren 
Invarianten  hinzugefügt  wurde,  die  trivialerweise  den  Wert  Null, 
die  nämlich  die  Form  F — F  hat.  Es  war  das,  in  unserem  Bei- 
spiel, die  Funktion 

-    (X,\Yo).(X,X,...X„).{Y,...Yn) 
+    (X,\Y,).{XoXo...Xn).(Y,...Y„) 


+  1  (Zo    r„)  .{X.X,...  X„)  -  {X,  I  To)  (Xo  X,...  XJ 
+  - \iY,...Y„), 
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deren  Glieder  sich  auch  dann  noch  zerstören  müssen ,  wenn  die 
Zeichen  (X«  !  Fo),  •••.  Ä^2  "  •  •  ^«)  =  —  (X^X,  ■  ■  ■  X„)  =  ■  ■  ,••• 
gar  nicht  Invarianten,  sondern  irgendwelche  Zahlen  bedeuten.  Die 
Behauptung  unseres  Lehrsatzes  11  ist  nun,  daß  man  bei  jeder 
identisch  verschwindenden  Invariante  ganz  ebenso  zu  Werke  gehen 
kanni),  wobei  freilich  noch  dahinsteht,  wie  die  anzuwendende  „tri- 
viale" Umformung  gefunden  werden  soll. 

Zu  bemerken  ist  noch,  daß  es  sich  bei  allen  Überlegungen  dieser 
Art  nur  um  allseitig  homogene  Invarianten  zu  handeln  braucht, 
d.  h.  um  solche,  die  in  den  Koordinaten  jedes  einzelnen  Vektors  den- 
selben Grad  haben.  Auch  in  den  Anwendungen  kommt  es  gewöhnlich 
nur  auf  solche  homogene  Invariantenbildungeu  au.  Eine  homogene 
Invariante  der  Gruppe  y,  und  zwar  eine  solche,  die  nicht  zugleich 
auch  ganze  rationale  Invariante  der  Gruppe  y,  tj  ist,  ist  z.  B.  im 
Falle  w  =  4  der  Ausdruck 

kiX  X'). {¥[¥')  + (i {XX' YY'), 
wenn  ^  zjz  0  ist. 

Aus  B  =  0  folgt  noch,  daß  mau  im  Ausdruck  einer  (ganzen 
und  rationalen)  Invariante  der  Gruppe  y  von  alternierenden  Invarianten 
in  jedem  Gliede  höchstens  eine  zuzulassen  braucht,  und  im  Aus- 
druck einer  Invariante  der  Gruppe  y,  rj  überhaupt  nur  symmetrische 
(bilineare)  elementare  Invarianten.  Jede  ganze  rationale  Invariante 
von  y,  die  nicht  auch  ganze  rationale  Invariante  von  y,  rj  ist,  erweist 
sich  als  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  Koeffizienten 
lediglich  von  Invarianten  des  symmetrischen  Typus  {X  \  Y)  abhängen, 
die  also  Invarianten  von  y,  rj  sind. 

Schließlich  stellt  sieb  neben  die  Sätze  I  und  II  noch  ein  dritter 
Lehrsatz .  der  zwar  von  viel  geringerer  Bedeutung  ist  als  jene 
beiden  ersten  Sätze,  aber  doch  erwähnt  werden  soll,  weil  er  die  Ant- 
wort auf  eine  Frage  enthält,  die  sich  nunmehr  von  selbst  aufdrängt, 
deren  Nichtbeantwortung  also  ein  gewisses  Gefühl  der  Beunruhigung 
zurücklassen  müßte  : 

HI.  Jede  ganze  rationale  Invariante  beliebig  vieler 
Vektoren  gegenüber  der  Gruppe  y,  rj ,  die  identisch  den 
Wert  Null  hat  und  als  Funktion  von  Invarianten  des 
Typus  (X|r)   dargestellt  ist,   läßt    sich   mit  Hilfe   trivialer 


^)  Gelegenheit  zur  weiteren  Einübung  solcher  Rechnungen  wird  man 
in  §  3  finden. 
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Umformungen    als   Summe    von    Gliedern    schreiben,    deren 
jedes  einen    identisch    verschwindenden  Faktor   des  Typus 

C=     (Xo     Yo){X,\Y,)   ...   (Xn     Yn) 
enthält. 

Nachdem  durch  das  Vorhergehende  der  Sinn  der  Sätze  II  und  III 
klargestellt  ist,  kann  man  sie  abkürzend  auch  so  ausdrücken : 

Jede  Identität  zwischen  elementaren  Invarianten  der 
Gruppe  y  (oder  der  Gruppe  y,  rj)  ist  eine  Folge  von  Identi- 
täten der  Typen  A  =  0,  B  =  0  (oder  C  =  0). 

Alle  diese  Sätze  sind  nun  augenscheinlich  richtig  im  Falle  n  =  l, 
wo  es  nur  eine  einzige  eigentlich-orthogonale  Transformation  X=  X 
und  eine  einzige  uneigentlich-orthogonale  Transformation  —  X  =  X 
gibt.     Es  wird  nämlich  dann 

(x;r)  =  xr,    (X)  =  X; 

A,  jB,  C  reduzieren  sich  auf  Ausdrücke  der  Typen 

A  =  x.x'r— x'.xr, 

B  =  X.Y—XY, 
G  =  XY.X'Y'  —  XY'.X'Y, 
denen  man  gleich  ansieht,  daß  sie  den  Wert  Null  haben. 

Man  kann  also  versuchen,  die  Lehrsätze  I,  11,  III  durch  das 
\'erfahren  der  vollständigen  Induktion  zu  erweisen.  Im  Falle  des 
Satzes  I  soll  das  nunmehr  ausgeführt  werden. 

Es  werde,  unter  der  Annahme  n^  1,  n  =:  m  -f-  1  gesetzt;  die 
Koordinaten  irgend  eines  Vektors  X,  die  zuvor  Xi . . .  X„  hießen, 
sollen  nun  durch  die  Zeichen  Xo,  Xj,  ...,X,n  dargestellt  werden. 
7*  sei  sodann  die  Untergruppe  von  y,  die  den  Vektor 

Q=  {1,  0,  0,  ...,  0}, 
und   folglich   alle   Koordinaten  Xq,  Yq,  ...   in   Ruhe   läßt,    die   den 
Index  0  tragen.   Diese  Gruppe  wird  dann  alle  Funktionen  zu  ganzen 
rationalen  Invarianten  haben,  die  ganz  und  rational  von  Xq,   Yq,  ... 
und  von  Funktionen  der  T>'pen 

[X  r]  =  Xi Yi  +  •■•  +  x,„ Y^  =  (X 1  r) - XoT«, 

[X,X,...X„,]  =  {QX,X,...Xnt)^) 


.  X('»>), 
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abhängen,  wo  nun,  zur  Unterscheidung,  links  scharfe  Klammern  statt 
der  runden  gesetzt  worden  sind.  Da  der  zu  begründende  Satz  für 
den  Fall  eines  Gebietes  m*'^^  Stufe  als  schon  bewiesen  angenommen 
werden  darf,  so  bat  man  in  A'o,  Yo,  •  •  •,  [^  |  Y],  •  •  •,  [^^i  •  •  •  ^m],  ■  •  ■ 
bereits  alle  Typen  von  „elementaren"  Invarianten  der  vorgelegten 
Vektoren  gegenüber  der  Gruppe  y*:  Jede  beliebige  ganze  rationale 
Invariante  dieser  Gruppe  läßt  sich  aus  ihnen  rational  und  ganz  zu- 
sammensetzen. Da  aber  jede  ganze  rationale  Invariante  von  y 
selbstverständlicherweise  auch  eine  solche  der  Untergruppe  y*  von  y 
ist,  so  lassen  sich  die  zu  suchenden  Invarianten  von  y  ebenfalls  so 
ausdrücken. 

Wenn  nun  das  Zeichen  yQ]  Q  (in  dem,  unter  der  Wurzel,  die 
Klammern  weggelassen  sind)  die  Einheit  bedeutet,  so  lassen  sich  die 
gefundenen  Invarianten  auch  so  schreiben : 

Ao  ^^  -r-' — ,  lo.  =     1     ,        usw., 

r^.^T      (^|^)(x|r)-(^|z)(gir) 

Es  lassen  sich  also  alle  ganzen  und  rationalen  Invarianten  von 
y  durch  die  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  vorkommenden 
Funktionen  ganz  und  rational  ausdrücken.  Diese  Ausdrücke  be- 
halten aber  ihre  Bedeutung,  wenn  man  den  Vektor  Q  nunmehr  durch 
irgend  einen  Vektor  B  ersetzt,  dessen  „inneres  Quadrat"  {B  \  B)  von 

Null   verschieden    ist:    Jeder    „Einheitsvektor"    der   Form  — 

\BB 
läßt  sich  ja,  durch  eigentlich -orthogonale  Transformationen,  ohne 
weiteres  in  jeden  anderen  überführen  i),  und  also  läßt  er  sich  auch 
in  unseren  Vektor  Q  überführen,  oder  dieser  in  jenen  (und  übrigens 
auch  jeder  reelle  Einheitsvektor  B  durch  reelle  eigentlich  -  ortho- 
gonale Transformationen  in  den  Vektor  Q  und  umgekehrt).  Schreiben 
wir  hinterher  wieder  Q  für  B,  so  haben  wir  in  den  gefundenen  Aus- 
drücken nach  wie  vor  eine  Form ,  in  die  sich  jede  ganze  rationale 
Invariante  von  y  setzen  läßt;  nur  ist  an  Stelle  der  Gruppe  y*  eine 


^)  Der  Leser  wolle  diesen  sehr  nahe  liegenden  Hilfssatz  zunächst 
einmal  glauben ,  damit  der  Gedankengang  nicht  unterbrochen  wird.  Wir 
bringen  einen  Beweis  am  Schluß  des  Paragraphen. 
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andere  (nämlich  irgend  eine  „zu  ihr  konjugierte"  oder  „mit  ihr 
gleichberechtigte")  Untergruppe  von  y  getreten  (die  wir  hinterher, 
da  wir  die  ursprüngliche  Gruppe  y*  nicht  mehr  brauchen,  ebenfalls 
y*  nennen  können).  Wir  denken  uns  jetzt  den  gefundenen  Ausdruck 
der  zu  untersuchenden  Invariante  3^  von  y  auf  einen  Generalnenner 
gebracht,  so  daß  nach  Multiplikation  des  Ausdruckes  für  3  mit 
diesem  Nenner  eine  Gleichung  der  Form 

entsteht,  worin  (Si  und  @2  beide  ganze  rationale  Funktionen  „ele- 
mentarer" Invarianten  von  y*  bedeuten   und  die   gemeinsame  Form 

®{iQ\Q),  iQ\X)...,  iQX,...Xm),...AX\Y),...] 

haben.  Ist  dann  3  nicht  etwa  identisch  gleich  Null,  was  hier  voraus- 
gesetzt werden  darf,  so  kann  außerdem  noch  angenommen  werden, 
daß  die  Funktion  ©^  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  da  man  ja  sonst 
durch  Division  einen  Faktor  V^  |  ^  wegschaJBfen  und  also  @2  ^^^ 
k  — -  1  an  Stelle  von  ®i  und  k  treten  lassen  könnte.  Es  darf  dann 
weiter  noch  angenommen  werden,  daß  die  Invariante  3  als  Funktion 
der  Koordinaten  von  X,  Y,  Xi,  Xg,  ...  lauter  rationale  Zahlen  als 
Koeffizienten  hat,  da  im  entgegengesetzten  Falle  Q  als  Summe  von 
Bestandteilen  würde  dargestellt  werden  können,  deren  jeder  einzelne, 
abgesehen  von  einem  irrationalen  Zahlenkoeffizienten,  eben  jene  Eigen- 
schaft hätte  und  ebenfalls  noch  eine  ganze  rationale  Invariante  von 
y  sein  müßte. 

Liegen  nun  die  hiermit  bezeichneten  Voraussetzungen 
vor  (die,  wie  gesagt,  keine  Einschränkung  des  Problems 
nach  sich  ziehen),  so  läßt  sich  behaupten,  daß  die  Funk- 
tion @2  identisch  gleich  Null  und  die  ganze  Zahl  k  gerade 
sein  muß. 

In  jedem  anderen  Falle  würde  sich  nämlich  entweder  ein  Wider- 
spruch  gegen   die  Voraussetzung   ©^  z^  0   ergeben,   oder  es   würde 
;   folgen,   daß   die  Wurzelgröße  V^  [  ^  sich   rational  ausdrücken  ließe 
durch  die  Koordinaten  von  Q   selbst  und  die  Koordinaten   der  ganz 
beliebigen  Vektoren  X,  Y,  X^,  X2,  ...,  was  schon  im  Falle 

^  =  (1,1,0,  ...,  0) 
unmöglich  ist.    Die  gefundene  Gleichung  hat  also  die  besondere  Form 
{Q    Q)KQ  =  ®{iQ\Q),  {Q   X),  ...iQX,..Xm),  ...,iX\Y),  ...|, 

wo  A  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Ist  3,  was  ebenfalls  voraus- 
gesetzt werden  darf,    eine   allseitig -homogene  Funktion   der  Koordi- 
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naten  von  X,  Y  usw.,  so  muß  die  rechte  Seite  der  angeführten 
Gleichung  dieselben  Gradzahlen  aufweisen,  wie  die  linke;  in  bezug 
auf  die  Koordinaten  von  Q  aber  muß  @  dann  homogen  sein  im 
Grade  2  A.  Jetzt  braucht  man  nur  noch  beiderseits  den  Differentiation s- 

anzuwenden,  um  eine  Gleichung  der  Form 

iQ\QY-\Q  =  &*{(QQ),  {Q  X),  ...iQX,..Xrr,),..., 
{X  T),...{XX,...X^l...\ 

zu  erhalten,  in  der  nun  unter  den  Argumenten  der  neu  gebildeten 
Funktion  ®*  auch  die  von  Q  nicht  mehr  abhängigen  Determinanten 
(XXi . . .  Xjn)  usw.  auftreten  können.  Diese  Funktion  @*  aber  behält 
bei  wiederholter  Anwendung  desselben  Differentiationsprozesses  ihre 
allgemeine  Form  bei,  nur  daß  bei  jedem  Schritt  der  Grad  ihrer  beiden 
Seiten  in  bezug  auf  Q  sich  um  zwei  Einheiten  erniedrigt.  Nach 
A-maliger  Anwendung  dieser  Operation  erhält  man  schließlich  eine 
Gleichung  der  Form 

d  =  ^{{x\T),...,ixx,...Xr„:), ...}, 

in  der  Q  nicht  mehr  vorkommt  und  die  den  behaupteten  Lehrsatz 
darstellt. 

Aus  dieser  Überlegung  ergibt  sich  unter  anderem  noch,  daß  die 
Invariante  3  als  Funktion  von  Invarianten  der  Typen  {X>Y), 
(Xi . . .  Xrn)  rationale  Koeffizienten  haben  muß,  wenn  sie  als  Funktion 
der  Koordinaten  X^,  Yk  usw.  rationale  Koeffizienten  hat. 

Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  auch  die  Sätze  11,  III  begründen, 
worauf  hier  nicht  weiter  eingegangen  werden  soll.  Übrigens  sind 
diese  Sätze  völlig  analog  solchen  aus  der  Invariantentheorie  der 
Gruppe  aller  linearen  Transformationen,  und  so  verhält  es  sich  auch 
mit  ihrer  Begründung  i). 

Nachzutragen  bleibt  noch  der  Beweis  eines  Hilfssatzes,  den  wir 
zuvor  (S.  28)  benutzt  hatten  und  der  in  erweiterter  Fassung  so  aus- 
gesprochen werden  kann: 

„Jeder  Einheitsvektor  kann  in  jeden  anderen  (auf  mannigfache 
Art)  durch  eigentliche  orthogonale  Transformationen  übergeführt 
werden. " 


1)  Siehe  des  Verfassers  Buch  , Methoden  zur  Theorie  der  ternären 
Formen"  (:=  T.  F.)  1889,  11,  §6.  Die  dort  angewendete  Schlußweise  er- 
streckt sich,  wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  auf  Gebiete  «te^  stufe.  Vgl. 
z.B.  noch  R.  Weitzenböck,  Wiener  Berichte  1913,  S.  379. 
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Dies  läßt  sich  leicht  auf  allerlei  Weisen  begründen.  Ich  be- 
nutze hier  eine  ganz  elementare  Überlegung.  Es  seien  P  und  Q  die 
beiden  Einheitsvektoren ,  oder  überhaupt  zwei  Vektoren ,  für  die 
(PjP)  =  {Q\  Q)  undz^  0  ist.  Ist  dann  auch  (P  +  <?  i  P  +  $)  ^  0, 
so  hat  man  in  der  Formel 

HX\P+Q)    (p+y)_i=x 


(P+q\P+Q) 


eine  durch  1'  und  Q  eindeutig  bestimmte  spezielle  (nämlich  invo- 
lutorische)  orthogonale  Transformation  X  — >  X,  da  (X  |  X)  =  (X  |  X) 
folgt,  und  zwar  ist  das  schon  eine  Transformation,  die  P  in  ^  (und 
umgekehrt  Q  in  P)  überführt.  Ist  diese  Transformation  uneigent- 
Hchi),  so  braucht  man  nur  —  was  immer  möglich  ist  —  einen  dritten 
Vektor  R  einzuführen,  so  daß  {P\F)  =  {Q\Q)  =  {B\B)  und 
{r^B\P  ^R)^  0,  {Q  -\-  R\  Q  -\-  R)  zfz  0  wird,  um  durch  Zu- 
sammensetzung zweier  Transformationen  des  eben  beschriebenen  Typus 
eine  eigentliche  Transformation  zu  erhalten,  die  P  (auf  dem  Umwege 
über  R)  in  Q  überführt.  Ganz  ebenso  sieht  man,  daß  in  dem  Aus- 
nahmefall (P  -^  Q  \  P  -\-  Q)  =  0,  in.  dem  die  zuvor  angegebene  Trans- 
formation nicht  existiert,  die  Überführung  von  P  in  §  durch  eigent- 
lich-orthogonale Transformationen  dennoch  möglich  ist. 

Das  Beweisverfahren ,  das  die  Sätze  II  und  III  liefert ,  enthält  auch 
eine  Methode,  mit  deren  Hilfe  man  entscheiden  kann,  ob  eine  vorgelegte 
ganze  rationale  Funktion  elementarer  Invarianten  identisch  gleich  Null  ist 
oder  nicht.  Eben  dasselbe  kann  man  natürlich  auch  schon  durch  einfache 
Ausrechnung  erreichen  auf  Grund  des  Satzes,  daß  ein  wohlgeordnetes 
Polynom  nur  dann  identisch  den  Wert  Null  haben  kann  ,  wenn  alle  seine 
Koeffizienten  gleich  Null  sind.  Aber  rechnerisch  brauchbar  ist  das  eine 
Verfahren  so  wenig  als  das  andere ,  und  eine  Vertiefung  unserer  theore- 
tischen Einsicht  wird  durch  keines  von  beiden  erzielt. 

Man  hat  nun  in  gewissen  Reihenentwicklungen  eine  bessere 
Methode ,  die  in  allen  Fällen  zum  Ziele  führt.  Die  Auseinandersetzung 
dieser  Methode  würde  also  ,  bei  einem  ganz  systematischen  Fortschreiten, 
unsere  nächste  Aufgabe  sein  müssen.  Indessen  ist  die  Ordnung  des  Stoffes 
nach  logischen  Gesichtspunkten  nicht  immer  auch  das  didaktisch  Empfehlens- 
werte. Die  zuerst  sich  darbietenden  speziellen  Aufgaben  lassen  sich  auch 
so  erledigen  ,  daß  man  den  Satz  11  zur  Herstellung  einiger  kleiner  Kunst- 
griffe ausnutzt ,  mit  denen  man  auf  bequemere  Art  zum  Ziele  kommt  als 
mit  jenen  Reihenentwicklungen.  Das  Bedürfnis  zum  Auffahren  schwereren 
Geschützes  macht  sich  stark  fühlbar  erst  bei  einem  Fortschritt  zu  ver- 
wickeiteren Problemen ,  und  so  kann  bei  dem  ersten  Eindringen  in  den 
Stoff  davon  abgesehen  werden. 


1)  Dies  tritt  dann  ein,  wenn  die  Stufenzahl  n  gerade  ist. 
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Ehe  wir  in  unseren  allgemeinen  Betrachtungen  weiter  schreiten ,  soll 
das  Gesagte  nun  noch  durch  einige  Ausführungen  spezielleren  Charakters 
erläutert  werden. 

§3. 

Besondere  Behandlung  des  Falles  /i  =  3. 

Ist  die  Stufenzahl  gleich  drei,  so  kommt  dem  Rechnen  mit  Vek- 
toi-en  eine  gewisse  Geschlossenheit  zu,  die  schon  im  nächsthöheren 
Falle  ^fehlt.  Die  Invarianz  des  Ausdruckes  (Xi  . . .  X„)  zeigt  nämlich, 
daß  das  System  der  Determinanten  der  Matrix 

x(^  X^\  ...  x<^i) 


^(m)    ^(w)     _  ^  _    X.(m 


(1  <  m<  n) 


mit  dem  System  der  Vektoren  X^  ...  X"*  (oder  Xj  . . .  X„,)  gegen- 
über Transformationen  der  Gruppe  y  (nicht  auch  y,  i])  invariant 
verbunden  ist,  d.  h.  daß  es  einerlei  sein  muß,  ob  man  erst  aus 
Xj  . . .  Xm  die  transformierten  Vektoren  Xi  . . .  Xm  ableitet  und 
dann  die  entsprechende  Matrix  bildet,  oder  ob  man  zuerst  die  Matrix 
bildet  und  dann  deren  Determinanten  der  durch  die  gegebene  Trans- 
formation bestimmten  („induzierten")  Transformation  unter- 
wirft. Aber  nur  im  Falle  w  =  3,  m  =  2  erhält  man  auf  diese 
Weise  ein  System  von  gerade  n  Determinanten,  die  mit  den  Koordi- 
naten eines  neuen  Vektors  identifiziert  werden  können. 

Ist  also  m  =  2  und  ^^  =  3,  so  handelt  es  sich  um  die  Deter- 
minanten einer  zweireihigen  Matrix,  die  wir  so  ordnen: 

Zi  ^=  X2  Y3  —  Xg  Y2,  Z2  =  X3  Yi  —  Xi  i  3,  Z3  =  X1Y2       ^  2  i  1  • 

So  erhalten  wir  also  aus  zwei  Vektoren  X,  Y  einen  dritten  Z,  der 
ihr  vektorielles  Produkt  genannt  wird  1).  Dieses  sogenannte 
Produkt  ist  also  mit  den  Vektoren  X  und  Y  in  dem  soeben  erklärten 
Sinne     invariant-verbunden     gegenüber    Transformationen     der 


^)  Gewöhnlich  verbindet  man  mit  dem  System  {Zj,  Z^,  Z^\,  zunächst 
wenigstens,  nicht  den  Begriff  eines  Vektors,  sondern  den  einer  „Ausdehnungs- 
größe zweiter  Stufe"  oder  einer  „Plangröße";  das  Zeichen  dafür  bei  Grass- 
mann ist  [X  Y],  wähi-end  der  im  Texte  erklärte  Vektor  die  Ergänzung 
dazu  genannt  und  dem  Zeichen  l[X  Y]  zugeordnet  wird.  Doch  ist  diese 
Unterscheidung,  die  in  anderem  Zusammenhange  allerdings  von  Bedeutung 
ist,  hier  nebensächlich:  solange  man  in  der  Theorie  der  Gruppe  ;'  bleibt, 
würde  sie  nur  die  Einheitlichkeit  des  Ganzen  stören. 
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Gruppe  y.  Wir  ersetzen  das  angeführte  System  von  drei  Definitions- 
gleichungen durch  die  eine  symbolische  Gleichung 

(1)  z  =  fri), 

und  bemerken  noch,  daß  man  dieselbe  Forderung  mit  Hilfe  eines  un- 
bestimmt bleibenden  Vektors  S  auch  in  Form  der  folgenden  Gleichung 
schreiben  kann : 

(2)  iS\Z)  =  (SX¥)     {S}. 

Das  hinzugefügte  Zeichen  |iS}   soll  bedeuten,  daß  das  Bestehen  von 

(2)  verlangt  wird  für  alle  S.  Umgekehrt  kann  nach  (1)  oder  (2) 
jeder  Vektor  Z  in  mannigfacher  Weise  als  vektorielles  Produkt  von 
zwei  Vektoren   dargestellt   werden.      Besteht  (1),    so   ist  jede  weitere 

Darstellung  derart  enthalten  in  der  Formel  Z  =  X*  Y*.  wo 

X*  =  Ci^X  -\-  CisT,  r*  =  C21X  -\-  C22Y.  C11C22— C12C21  =  1. 

Soll  umgekehrt  eine  Substitution  Z  ^  XY  in  einer  der  zuvor  be- 
stimmten Invarianten  gemacht  werden,  so  setzen  wir  einfach  an 
Stelle  des  dann  ausfallenden  Zeichens  die  nun  neu  eintretenden.  Man 
muß  dann  nur  Sorge  tragen,  daß  keine  Mehrdeutigkeiten  entstehen. 
Zum  Beispiel  findet  sich  ohne  weiteres,  daß  die  Substitution  von 

Z  =  XY     und     Z'  =  ?T^' 
in  den  Ausdruck  {Z\Z')  dasselbe  Ergebnis  hat  wie  die  Substitution 
Z=XY  in  {ZX'  Y')  und  die  Substitution  Z'  =  X^^'  in  {XY Z'). 
In  allen  drei  Fällen  kann  man  schreiben : 

(3)  {XY\X'Y')  =  {X\X'){Y\Y')  —  {X\Y'){J\X'). 

Ebenso  wird  man ,  wenn  nun  wieder  X,  Y,  Z  irgend  drei  Vek- 
toren sind,  schreiben  können : 

(4)  {X\Y  Z)  =  {Y  Z\X)  =  {XY  Z). 

Das  in  (3)  linker  Hand  vorkommende  Zeichen  ist  nicht  unent- 
behrlich, da  es,  wie  die  rechte  Seite  der  Gleichung  zeigt,  durch  eine 
Verbindung  von  Zeichen  elementarer  Invarianten  ersetzt  werden  kann. 
Da  aber  gerade  diese  Verbindung  bei  Rechnungen  häufig  vorkommt, 
so  ist  es  zuweilen  bequem ,  ein  besonderes  Symbol  dafür  zu  haben. 
Man  hat  dann  unter  anderem  zu  beachten,  daß  immer 

(5)  {YZ\XS)^{ZX\YS)  +  {XY\ZS)  =  0 


^)  Weniger  empfehlenswert  sind  Zeichen  wie  X  Y  (von  mir  früher 
s:ebraucht)  und  das  von  anderen  angewendete  Zeichen  X  X  Y ,  besonders 
im  Hinblick  auf  Verallgemeinerungen  («  >  3). 

Study,  Invarianten.  3 
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ist.  Zur  Bequemlichkeit  setzen  wir  die  Formelu  (A)  und  (B)  aus 
§  2  für  den  Fall  «^^3  nochmals  her.     Man  hat 

{XrX,X,){X^T)-{X,XsXo)(X,\Y) 
^'^'  +  (Xs  Xo  X,)  {X, !  Y)-{Xo  X,  X,)  (Xs  Y)  =  0, 

oder,  was  dasselbe  sagt, 

...  IV  (Xi  ^2  X3)  .  X 

^^^^  =    (X2X3Z).Xi  +  (X3XiX).Z2+(ZiX2Z).X3. 

Ferner  ist 

(7)    ^  iXYZ)iX'  Y'  Z')  =  \{X\X'){Y  Y')(Z'Z'). 

Als  Beispiel  für  Rechnungen  mit  den  angeführten  Symbolen  sei 
die  Formel 

(XriZT')  (XTjX'Z')  _  fTT'Z'l 

^^^      \{XZ\X'Y')  iXZlX'Z')  -  i^\^)-(^YZ).{X  Y  Z) 

angeführt,  die  zeigt,  daß  die  Determinante  links  in  drei  Faktoren 
zerlegt  werden  kann,  die  ihrerseits  ganze  rationale  Invarianten  der 
Gruppe  y  sind;  besonders  der  Spezialfall 

(8b)    (xr!xr).(xzixz)  — (xr  xzy  =  {xx).{xyzy 

dieser  Formel  ist  von   vielfältiger  Anwendung.     Ferner  ergibt  sich 

(9) 

{XY  Z)  .{T  Z'\Y"  Z") 


\{XY' Z')  {YY'Z')  iZY'Z')\ 
\{X\Y")     iY\Y")     {Z'Y") 
{X\Z")     {Y\Z")     (Z  Z") 


(X  Y"  Z")  {Y  Y"  Z")  (ZY"  Z  ") 
(XI  r)      (Y\Y')       {Z  Y') 
(XZ')       {Y\Z')       {Z\Z') 


und  durch  Substitution  von  X  Y  und  X'  Y'  an  Stelle  von  X  und  Y 
in  {XYZ): 

{XY\X'Y'\Z) 

(10)  =  (xx'r)(r'z)  —  (rx'r')(xz) 

=  (xrr)(x'z)  — (xrx')  (y'\z). 

Der  nach  Analogie  von  (10)  gebildete  Ausdruck 

(xriX'r"x"r") 

=  (xx'r')(i'x"r")  — (rx'r')(xx"r') 

^^^^      =  (xr!x'x")(r'ir')  — (xr;rx")(x'|r") 
+  (X  Y  r  r")  (X'  I X")  —  (X  n  x'  r")  ( r  |  x") 
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ist  alternierend  in  bezug  auf  die  drei  Paare  von  Vektoren  XY,  X' Y' , 
X"  Y"  und  außerdem  in  bezug  auf  die  Vektoren  eines  jeden  dieser 
Paare;  d.h.  er  ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  man  zwei  der  Paare 
oder  zwei  der  gepaarten  Vektoren  vertauscht.  Augenscheinlich  ist 
er  eine  Invariante  gegenüber  beliebigen  linearen  Transformationen 
von  der  Determinante  Eins,  denen  man  die  Vektoren  X  . ..  Y"  unter- 
werfen mag.  Dasselbe  gilt  von  dem  folgenden  Ausdruck ,  dessen 
sachgemäi3e  Herleitung  der  Leser  sich  selbst  suchen  möge: 

{QYZ){IiZX){PXY)  —  {EYZ){PZX){QXY) 


(12) 


{XY  Z)  .{{BF  X){QY  Z)-{QRY){P  ZX)\ 
{XY  Z)  .{{F  QY){B  ZX)-{BP  Z){QXY)\ 
{XY  Z).{{qBZ){FXY)-{P  qX){BY  Z)]. 


Beide  Formeln,    (1    )   und    (12),   werden  wir  weiterhin   zu  ver- 
wenden haben. 


In  der  Euklidischen  Geometrie  bildet  das  Rechnen  mit  Vektoren 
einen  Ausschnitt  aus  der  von  Möbius  begründeten  und  von  H.  Grass- 
mann weiter  ausgebauten  Punktrechnung.  Ich  gehe  auch  auf 
diesen  Gegenstand  noch  in  Kürze  ein,  aber  nur  so  weit,  als  nötig  ist, 
um  zu  zeigen,  wie  gewisse  Unklarheiten,  die  üblichen  Darstellungen 
anzuhaften  pflegen,  vermieden  werden  können. 

Es  handelt  sich  um  dasselbe  Bedenken,  auf  das  schon  auf  S.  20 
hingewiesen  worden  ist:  „Punkte",  „Geraden",  „Ebenen"  usw.  werden 
durch  Koordinaten  „dargestellt",  ohne  daß  gesagt  würde,  was  ein 
solches  Ding  denn  eigentlich  i  s  t.  Wir  haben  ja.  trotz  gegenteiliger 
Versicherung  gewisser  Philosophen  und  ungeachtet  der  nicht  abzu- 
leugnenden Sicherheit  der  Anwendung  solcher  Begriffe  in  der  Physik, 
es  keineswegs  „im  Gemüte",  was  für  ein  Sinn  mit  jenen  Worten  ver- 
bunden werden  soll,  und  auf  den  höheren  Schulen  lernt  man  das 
auch  nicht.  Außerdem  können,  wie  in  der  Einleitung  ebenfalls  schon 
angedeutet  worden  ist,  Darlegungen  nicht  genügen,  die  nur  auf  das 
„Reelle"  zugeschnitten  sind. 

Wir  betrachten  auch  hier  der  Einfachheit  halber  nur  den  Fall 
w  =  3 ,  der  aber  in  dieser  Hinsicht  keine  Sonderstellung  einnimmt, 
vielmehr  als  typisch  gelten  darf. 

Ein  System  von  n -{-  \,  hier  also  von  vier  Zahlen  —  die  wieder 
nicht  gerade  reell  zu  sein  brauchen  —  werde  nunmehr,  abweichend 
von  der  Erklärung  in  «J  1 ,    „Punkt  mit  Gewicht",  kürzer  Massen- 

3* 


3(i  §  3.     Besondere  Behandlung  des  Falles  n  =  ä. 

punkt  genannt,  und  wiederum  durch  ein  einheitliches  Zeichen  dar 


(13)  J'  =  {xq-,  Xi,  x'a,  .t'3f- 

Die  erste  Xq  der  vier  Zahlen,  der  weiterhin  eine  besondere  Be- 
deutung beigelegt  werden  wird,  heiße  Masse  (oder  Gewicht)  des 
Massenpunktes. 

Offenbar  kann  alles,  was  in  sj  1  über  die  Addition  und  lineare 
Abhängigkeit  von  Vektoren  gesagt  worden  ist,  auf  den  vorliegenden 
Falh  übertragen  werden.  Nur  hat  man,  um  den  Anschluß  an  das 
Vorhergehende  zu  erreichen,  die  Stufenzahl  3  durch  4  (allgemein  n 
durch  n  -\-  1)  zu  ersetzen.  Wir  fügen  nun  aber  weitere  und  von 
dem  Früheren  abweichende  Erklärungen  hinzu. 

Abgesehen  vom  Massenpunkt  Null,  also  vom  Massenpunkt 
{O;  0,  0,  0}  gehört  dann  zu  jedem  Massenpunkt  ein  bestimmtes 
System  von  vier  Verhältniszahlen: 

(14)  {xq-.Xi-.x^-.XsI, 

das  wir  Punkt  (Punkt  schlechthin,  ohne  Masse  oder  Gewicht)  nennen 
wollen.  Je  zwei  zum  selben  „Punkt"  gehörige  Massenpunkte  sind 
dann  linear  abhängig:  die  Gesamtheit  aller  Punkte  aber  (nicht  auch 
die  der  Massenpunkte)  bildet  ein  abgeschlossenes  Kontiuuum, 
das  als  projektives  Kontinuum  der  vierten  Stufe,  oder  als  Punkt- 
kontinuum  von  drei  komplexeu  Dimensionen  bezeichnet  wird.  Irgend 
vier  Verhältnisgrößen  (14)  heißen  homogene  Koordinaten  i)  des 
zugehörigen  Punktes;  ebenso  heißen  die  vier  Größen  (13)  Koordi- 
naten des  Massenpunktes,  der  zu  ihnen  gehört. 

Ist  ferner  Xq  :^  0,  so  nennen  wir  den  durch  (14)  bezeichneten 
Punkt  eigentlich,  anderenfalls  uneigentlich.  Nennen  wir  Ebene 
den  Inbegriff  (die  Menge)  aller  Punkte,  deren  homogene  Koordinaten 
einer  linearen  und  homogenen  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten 
genügen,  so  bilden  die  uneigentlichen  Punkte  in  ihrer  Gesamtheit 
eine  Ebene,  die  uneigentliche  Ebene'^). 


1)  Genauer :  „spezielle"  homogene  Koordinaten.  Wir  betrachten  aber 
nur  solche. 

'-*)  Der  ebenfalls  übliche  Ausdruck  „unendlich  ferne  Ebene"  ist  nicht 
zu  empfehlen.  Die  uneigentlichen  Punkte  des  „absoluten  Kegelschnittes", 
d.  h.  die  durch  die  Gleichungen  .Tq  =  0 ,  x^^  -\-  x^  -f  a-g^  =  0  gekenn- 
zeichneten Punkte,  haben  nämlich  von  einem  eigentlichen  Punkte  über- 
haupt keine  bestimmte  Entfernung  (im  Sinne  der  Euklidischen  Geometrie). 
Worte,  die  falsche  Vorstellungen  suggerieren,  sollten  vermieden  werden. 
Noch   schlimmer  ist   natürlich  der  „unendlich  ferne  Kugelkreis"  (statt  des 
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Handelt  es  sich  nur  um  eigentliche  Punkte,  deren  Betrachtung 
in  vielen  Fällen  genügt,  so  bedeutet  es  keine  Beschränkung,  wenn 
von  vornherein  Xq  =  1  gesetzt  wird.  Die  drei  übrigen  Koordinaten, 
oder,  wenn  man  die  genannte  Festsetzung  nicht  treffen  will,  die 
Quotienten 

Xi     X2    Xg 

Xq     Xq     Xo 
heißen  dann  Kartesische  Koordinaten   des  eigentlichen  Punktes. 
Sie  bestimmen    einen   der  Annahme  w  =  3  entsprechenden  Vektor 

Auf  andere  Art  bestimmt  außerdem  auch  jeder  .,  uneigentliche 
Massenpunkt" 

{0;  Xi,  x-2,  %} 
einen  Vektor 

(16)  {Xf,  Xo*,  Xt]  =  [x^,  ^-2,  x^V 

Alle  hiermit  beschriebenen  Beziehungen  bleiben  ungestört,  wenn 
die  Massenpunkte  einer  beliebigen  affinen  Transformation  1) 
a:  -*■  X,  nämlich  irgend  einer  Transformation  der  Form 

(17)  Cfco^Jo  +  Cui'Xi  -\-  CfcgXa  +  c^^x^  =  Xj» 

[Tc  =  1,  2,  3;  Cii  C22  C33  q^  0{ 
unterworfen  werden ;  aus  eigentlichen  und  uneigentlichen  Massen- 
punkten gehen  durch  jede  solche  Transformation  ebensolche  hervor, 
die  in  denselben  linearen  Abhängigkeiten  stehen  wie  die  gegebenen 
Punkte:  Diese  Beziehungen  sind  invariant  gegenüber  der  Gruppe 
aller  affinen  Transformationen,  deren  allgemeine  Transformation  [bei 
unbestimmtem  n  von  n{n-\-  1),  hier  also]  von  zwölf  wesentlichen 
Parametern  Cty,  abhängt. 

Ohne  uns  bei  weiteren  Untergruppen  der  Gruppe  (17)  aufzuhalten, 
spezialisieren    wir   nun   die  Transformationen   (17)    sogleich  in   der 


absoluten  Kegelschnittes).  Was  ist  ein  nicht  „unendlich  ferner"  Kugelkreis, 
und  worin  unterscheidet  sich  ein  „Kugelkreis"  von  einem  sonstigen  Kreise? 
Eine  recht  gedankenlose  Wortbildung ! 

^)  Das  Wort  affine  Transformation  wh-d  —  ohne  Zusatz  — 
neuerdings  auch  zur  Bezeichnung  der  speziellen  affinen  Transformationen 
gebraucht,  die  den  Punkt  a^j  =  .r^  =  3*3  =:  0  in  Ruhe  lassen.  Auch  das 
ist  wieder  eine  Abweichung  vom  Herkommen,  gegen  die  Einspruch  erhoben 
werden   muß. 
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Weise,  daß  die  Gruppe  der  Euklidischen  „Bewegungen"  und 
„Umlegungen"  entsteht.  Wir  fügen  zu  dem  Bisherigen  die  For- 
derung, daß  Gleichungen  der  Form  (17)  den  Ausdruck  des  Ent- 
fernungsquadrats   ^S]  (  -^ M     zweier    Punkte    x ,    i/   ungeändert 

lassen;  wir  verlangen  mithin,  daß  die  neun  —  oder  n^  —  Parameter 
Cki,  Ck2,  •■■  das  Koeffizientensystem  einer  eigentlichen  oder  uneigent- 
lich^en  orthogonalen  Transformation  bilden.  Die  so  erhaltenen 
speziellen  Transformationen  bezeichnen  wir  eben  durch  die  Worte 
Bewegung  und  Umlegung.  Beide  Arten  von  Transformationen  zu- 
sammen bilden  dann  eine  Gruppe,  deren  allgemeine  Transformation 

M    ('Vi        1         "I   ^ 

nur  noch  von  sechs —  voneinander  unabhängigen  (so- 
genannten wesentlichen)  Parametern  abhängt.  Die  Lehre  von  solchen 
Eigenschaften  von  Punkten  (oder  Massenpunkten  und  „Figuren", 
d.  h.  von  Systemen ,  die  aus  Punkten  usw.  zusammengesetzt  sind  — 
Kurven,  Flächen  usw.),  die  nicht  zerstört  werden  durch  irgendwelche 
Euklidische  Bewegungen,  bezeichnet  man  als  Euklidische  Geo- 
metrie. 

Die  durch  (15)  oder  (16)  erklärten  Vektoren  und  ebenso  alle 
Vektoren,  die  man  durch  Differenzen  Kartesischer  Punktkoordinaten 
wie  folgt  erklären  kann  : 

(18)  \X„  X„  X,)  = 

werden  nun  durch  eine  „verkürzte"  Gruppe  von  Bewegungen 
und  Umlegungen, 

^1 1  ^1  ~l~  ^1 2  -^2  "r  ^1 3  ^3  ^  ^1 ) 

(19)  621X1+622X2  +  023^3  =  ^2; 
''S  1  Xi  +  C3  2  X2  +  C3  3  X3  ^  X3 , 

transformiert,  aus  deren  Transformationsformeln  die  in  der  Gruppe 
aller  Bewegungen  und  Umlegungen  vorkommenden  Parameter  c^o 
weggefallen  sind.  So  entsteht  eben  die  Gruppe  y,  r] ,  von  der 
zuvor  die  Rede  war.  Ihre  analytische  Untergruppe  y  bedeutet 
also  nun,  nach  Ersetzung  der  Koordinaten  von  Vektoren  X  durch 
Kartesische  Koordinaten  eigentlicher  Punkte  x,  die  Gesamtheit  aller 
Bewegungen  (nunmehr  „Drehungen"),  die  den  Punkt 

I  1  :  0  :  0  :  0  I 


2/1 

•^1  2/2 

^2  ys 

«3I 

&0 

•^0    2/0 

a?o    2/0 

Xol 
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in  Ruhe  lassen,  während  die  zweite  Transformationenschicht  r]  durch 
Zusammensetzung  der  Transformationen  von  y  mit  der  Spiegelung 
an  eben  diesem  Punkte  {Xü  =  —  Xk  oder  x'k  =  —  x^)  erhalten  wird. 

Auf  den  hier  in  Kürze  (und  gewiß  etwas  fragmenta- 
risch) beschriebenen  gruppentheoretischen  Tatsachen  be- 
ruht die  Möglichkeit  der  Anwendung  der  Vektorenrechnung 
in  der  Euklidischen  Geometrie. 

Zur  Erläuterung  des  Gesagten  soll  vor  allem  auseinandergesetzt 
werden,  wie  Winkelgrößen  in  die  Geometrie  eingeführt  werden 
können,  ohne  daß  man  sich  auf  das  „Reelle"  festzulegen  oder  gar 
mit  psychologischen  Tatsachen ,  mit  einer  mathematisch  überhaupt 
nicht  faßbaren  sogenannten  Raumvor  Stellung  oder  R  a  u  m  - 
anschauung,  herumzuschlagen  braucht. 

Ein  Vektor  X,  sei  er  nun  reell  oder  nicht,  dessen  inneres 
Quadrat  nicht  Null  ist  {(X\X)  ^  0\  —  ein  „nicht  isotroper" 
Vektor  — ,  wird  orientiert  durch  Entscheidung  über  den  Wert  der 
Wurzelgröße  Xo  =  V'(^|X)  =  \X\X.  Ein  solcher  „orientierter 
Vektor"  ist  dann  ein  neues,  von  dem  gewöhnlichen  (nicht  orientierten) 
Vektor  wohl  zu  unterscheidendes  Untersuchungsobjekt  —  eine 
„Figur"  '),  die  nicht,  wie  der  Vektor  selbst,  ein  System  von  drei 
Zahlen  werten  Xi,  X^t  X3,  sondern  ein  solches  von  vieren  ist  (ist!), 
Xo,  Xi,  X^,  X3,  zwischen  denen  eine  quadratische  Gleichung 

Xo2  —  Xi2  _  X22  —  X32    =    0 

besteht.  Ist  die  vierte  (hier  erste)  „Koordinate"  Xq  des' orientierten 
Vektors  von  Null  verschieden,  so  entspricht  dem  orientierten  Vektor 
ein  bestimmter  Einheitsvektor 

Xi    X2    X3 


Xq      Xq       Xq 

d.h.  ein  solcher,  dessen  Koordinaten  Xf,  X2,  Xs    der  Gleichung 

(X*|X*)  =  1 
—  der  Gleichung  der  Einheitskugel  —  genügen. 

Zunächst  kann  man  nun  die  Orthogonalität  von  zwei  orien- 
tierten oder  nicht  orientierten  Vektoren  X,  Y  erklären:  Wir  sagen, 
X  und   Y  seien  zueinander  orthogonal  oder  senkrecht,  wenn 

iX\Y)  =  0 


^)    Ist    (X\  X)  =  0 ,    so    follen    die  Begriffe  Voktor    und    orientierter 
\^oktor  zusammen. 
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ist.    Liegt  ferner  die  zuvor  genannte  Voraussetzung  vor,  ist  nämlich 

(Z|z)=/ro,   (r;r)::^o, 

so  kann  man  nunmehr  auch  den  Kosinus  einer  Winkel  genannten 
transzendenten  Funktion  &^  der  Koordinaten  der  beiden  orientierten 
Vektoren  X  und  Y  oder  auch  der  zugehörigen  Einheitsvektoren  ein- 
deutig erklären  durch  die  Formel 


(20) 


cos  &Z  = 


i? 


X\X  ]/Y\Y 


(X\Y) 

\X\X  iY\Y 


Der  Winkel  &j^  selbst  ist  damit  bis  auf  das  Vorzeichen  und  bis 
auf  ganzzahlige  Vielfache  von  2  ?r  (mod  2  Jr)  festgelegt. 

Es  seien  nun  X  und  Y  zwei  linear  unabhängige  (und  daher 
immer  von  Null  verschiedene)  Vektoren.  Dann  ist  jeder  zu  ihnen 
beiden  orthogonale,  von  Null  verschiedene  Vektor  (in  dem  hier  allein 
betrachteten  Falle  «  =r  3)  ein  Vielfaches  des  Vektors  Z  =  XY.  Da 
—  nach  Voraussetzung  —  (Z  [  2)  =  0,  {Y\Z)  =  0  ist,  so  hat  man 
(ZrZ)2  =  iXY\XY).{Z\Z). 

Man  kann  demnach  eine  Abhängigkeit  zwischen  zM'ei 
Wurzelgrößen  erklären  durch  die  Formel 


(21) 


iXYlXY-'^ZlZ  =  {XYZ) 


Nunmehr  wird,  wenn  {Z\Z)  z^O  ist,  durch  Orientierung  von 
Z  auch  der  Sinus  der  Winkelgröße  0 J  eindeutig  erklärt : 


(22) 


sin  &x  = 


(XYZ) 


fXX  ^Y\Y  }/Z\Z 


Durch   (20)   und  (22)   zusammen   ist   der  Winkel  0f  bi 
auf  Vielfache  von  2  Ji  festgelegt  2). 


^)  Ist  (Z\Z)  =  0,  so  wird  die  Formel  (22)  unbrauchbar.  Es  ist  aber 
dann  (XY\XY)  =  0,  und  also  nach  Nr.  (20)  cos@^=  ±1,  also  sin  @J  =  0. 

^)  So  einfach  diese  Dinge  sind,  so  viel  Verkehrtes  findet  man  darüber 
in  der  Literatur.  Die  doch  unerläßliche  Deflnitionsgleichung  (21)  pflegt  zu 
fehlen ,  die  Formel  (22)  fohlt  danrx  ebenfalls ,  und  die  wichtige  Folgerung 
(23)  wird  anscheinend  aus  (20)  allein  abgeleitet,  d.h.  sie  wird  erschlichen. 
Dazu  kommt  noch  die  Art,  in  der  von  ungenügend  geschulten  Schrift- 
stellern mit  der  Anschauung  gearbeitet  wird. 
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Es  folgt  dann  noch,  daß  für  drei  zu  dem  Vektor  Z  orthogonale 
und  auf  bestimmte  Art  orientierte  Vektoren  X,  X',  X"  —  die  den 
Bedingungen  (XX)  q/=  0  usw.  genügen  —  immer 

(23)  &f:  +  &l,  +  ©f  ^_  0      {mod  2  7t] 

ist.  Der  Leser  möge  sich  durch  ausschließliches  Rechnen  mit 
orthogonalen  Invarianten  von  Vektoren  deutlich  machen,  auf  welchen 
Tatsachen  der  Algebra  diese  viel  benutzte  Kongruenz  beruht.  Ferner 
wolle  er,  mit  dem  gleichen  Hilfsmittel,  zu  beweisen  suchen,  daß  der 
kürzeste  Weg  (oder  die  kürzesten  Wege)  zwischen  zwei  reellen 
Punkten  einer  reellen  Kugel  immer  auf  einem  Hauptkreis  enthalten 
ist  (oder  auf  Hauptkreisen  enthalten  sind);  oder  besser,  er  möge  die 
noch  etwas  mehr  aussagende  Behauptung  erweisen: 

„Werden  die  Winkel  zwischen  drei  von  Null  verschiedenen 
reellen  Vektoren  X,  Y,  Z  so  bestimmt,  daß 

ausfällt,  so  ist  immer 

2  7r  — of— 0i— e>|^o, 

und  zwar  kann  in  keiner  dieser  Ungleichungen  das  Gleichheitszeichen 
eintreten,  es  sei  denn,  daß  zwischen  den  drei  Vektoren  mindestens 
eine  lineare  Abhängigkeit  besteht."  Man  zeige  also,  daß  im  Falle 
eines  Gleichheitszeichens  immer  (XYZ)  =  0  sein  mußi). 

Die  durch  die  Formel  (22)  eingeführte  Sinusfunktion  ist  ein 
Spezialfall  einer  durch  v.  Stau  dt  eingeführten  Funktion,  die  von 
irgend  drei  an  die  Einschränkung  {X\X)  =^  0,  (Y  \  Y)  '=^  0, 
{Z\  Z)  q^  0  gebundenen  Vektoren  X,  Y,  Z  abhängt,  und  von  ihm 
als  „Sinus  einer  körperlichen  Ecke"  bezeichnet  worden  ist.  Wir  er- 
klären sie  durch  die  Definitionsgleichung 


Sin  (X, 

Y, 

7.\  — 

{XYZ) 

yx 

X  Vr]r  ^^z 

z 

(25) 


und  bezeichnen    sie   als    „Sinus"   des    geordneten  Tripels  der   orien- 
tierten Vektoren  X,  Y,  Z  oder  der  entsprechenden  Einheitsvektoren. 


^)  Vgl.  Math.  Ann.  60,  329,  333,  1905,  wo  ein  umfassenderer  Lehrsatz 
auf  ähnliche  Art  bewiesen  wird,  und  Amer.  Journ.  of  Math.  19,  101  ff.,   1906. 
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Führen  wir  das  hiermit  erklärte  neue  Zeichen  ein,  so  nehmen 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  in  dem  besonderen  Falle,  in  dem  die 
Einführung  zulässig  ist,  die  folgende  Gestalt  an: 

Sin  (A'i,  Xa,  Xg) .  cos  @\  —  Sin  (X^,  X^,  X«) .  cos  ©J 
-h  Sin  (Zj,  Xo,  Xi) .  cos  &I^  —  Sm(Xo,  X^,  X^) .  cos@x,  =  0, 
.27)  SiniX,  Y,  Z).Sin{X',  Y',  Z') 

—  \C0S  &x  cos  &Y  COS  0z      =  0. 

In  vielen  Fällen  können  diese  Formeln  die  umfassenderen  iden- 
tischen Gleichungen  (6)  und  (7)  vertreten,  besonders  immer  dann, 
wenn  es  sich  um  Eigenschaften  reeller  Vektoren  handelt.  So  stecken  in 
ihnen  schon  so  ziemlich  die  gesamten  Formeln  der  sphärischen  Poly- 
gonometrie,  wie  im  nächsten  Paragraphen  es  noch  im  Falle  derTrigono- 
meti-ie  ausgeführt  werden  soll.  In  unseren  Grundgleichungen 
(6)  und  (7)  selbst  aber  haben  wir  die  Grundlage  der  sphä- 
rischen Geometrie  überhaupt,  deren  Formeln  alle,  ohne  Aus- 
nahme, alswenn  auch  entlegene  Folgerungen  aus  diesen  zwei 
Formeln  allein  werden  dargestellt  werden  können. 

Ehe  wir  auf  Einzelheiten  eingehen,  ist  noch  eine  weitere  grund- 
sätzliche Bemerkung  zu  machen.  Offenbar  verdienen  auch  noch, 
unter  anderen,  die  in  den  letzten  Überlegungen  eingeführten  Wurzel- 
und  Winkelgrößen  die  Bezeichnung  durch  das  Wort  Invarianten: 
Nichts  hindert  uns,  festzusetzen,  daß  bei  Ausführung  einer  beliebigen 
eigentlichen  orthogonalen  Transformation  alle  diese  Größen  ihre 
Werte  behalten  sollen,  festzusetzen  also,  daß  die  anzuwendenden  Trans- 
formationsgleichungen, die  die  Gleichungen  {X\X)  --=  (X\X)  usw. 
zur  Folge  haben,  auch  noch  die  entsprechenden  Gleichungen 
(28)  ]/X   X  =  \"X[X,     fXY\XY  =  iXY\XY 

nach  sich  ziehen  sollen.  Wir  sprechen  also  auch  in  diesen  Fällen 
noch  von  Invarianten  der  Gruppe  y,  und  zwar  von  (ganzen)  alge- 
braischen Invarianten  dieser  Gruppe.  Die  durch  Bildung  ge- 
wisser Quotienten  entstandenen  Funktionen 

COS  &I,  sin  &l,  Sin  (X,  Y,  Z) 
werden    dann    ebenfalls   noch   als   (gebrochene,    d.  h.  nicht  „ganze") 
algebraische  Invarianten  der  Gruppe  y  zu  bezeichnen  sein,   die 
Funktionen  &x  selbst  aber  als  transzendente  Invarianten i). 

*)  Vgl.  M.  T.  F.,  §  1  bis  4.  Das  dort  Gesagte  bezieht  sich  auf  eine 
andere  Gruppe,  man  wird  aber  ohne  weiteres  sehen,  wie  im  vorliegenden 
Falle  der  allü'emeine  Begriff  der  algebraischen  und  transzendenten  Invari- 
anten zu  gestalten  ist. 
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Zu  beachten  ist  hierbei,  daß  infolge  des  Verhaltens  der  Invari- 
anten vom  Typus  (XYZ)  und  der  Definitionsgleichung  (21)  die  Be- 
stimmungen (28)  nur  zur  Hälfte  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden 
können,  in  dem  die  betrachteten  Vektoren  uneigentlichen  ortho- 
gonalen Transformationen  unterworfen  werden  sollen:  Wir  haben 
dann  zu  erklären,  daß 

(29)       VX|X  =  V^l^.     Vxrj  XY  =  —  iXY\XT 

sein  soll.  Die  zweite  Wurzelgröße  hat  dann  also  gegenüber  Trans- 
formationen der  Schar  ?y  die  Invarianteneigenschaft  nicht,  und  ebenso- 
wenig haben  sie  die  Funktionen 

sin  0|,  Sin  {X,  Y,  Z),  ®I. 

Wir  sprechen  in  diesem  Falle,  einem  üblich  gewordenen  Sprach- 
gebrauch folgend,  von  relativen  Invarianten  [im  Gegensatz  zu 
den  zuvor  betrachteten  Invarianten,  die  dann  absolute  Invarianten 
heißen  i)].  Die  zuletzt  genannten  Größen  sind  also  „relative  In- 
varianten" der  Gruppe  y,  i],  aber  absolute  Invarianten  (Invarianten 
schlechthin)  der  Gruppe  y. 

Der  Leser  wird  sich  ohne  weiteres  deutlich  machen,  daß  durch 
die  Bestimmungen  (28)  und  (29)  unter  umfassenderen  Voraus- 
setzungen eben  das  erreicht  wird,  was  man  in  der  —  mit  Hilfe  der 
„Raumanschauung"  beschriebenen  —  Elementargeometrie  dadurch 
zu  bewirken  pflegt,  daß  man  für  die  Punkte  einer  Kugelfläche  einen 
sogenannten  ümlaufssinn  festsetzt.  Dieser  Umlaufssinn  bestimmt 
ja  das  Vorzeichen  gewisser  Winkelgrößen  und  deren  Verhalten 
gegenüber  eigentlichen  und  uneigentlichen  orthogonalen  Trans- 
formationen  genau  in  der  Weise,   wie  wir  es  hier  festgesetzt  haben. 

Wie  schon  angedeutet,  unterliegt  das  übliche  Verfahren  dem  Ein- 
wände, daß  es  von  der  logischen  Struktur  des  genannten  geometrischen 
Systems  eine  falsche  Vorstellung  gibt,  insofern  es  Überflüssiges  zum  Beweise 
heranzieht,  während  wesentliche  Tatsachen  unter  der  Bildfläche  und  damit 
für  die  meisten  auch  unter  der  Schwelle  des  Bewußtwerdens  gehalten  werden. 
Hierin  Hegt  schon  meine  Antwort  auf  eine  Kritik,  die  vermutlich  so 
mancher  gegenüber  dem  Vorgetragenen  in  Bereitschaft  haben  wird.  Es  ist 
gewiß  wahr,  alles  das  gehört  zum  ABC  und  sollte  heutzutage  längst  als 
selbstverständlich  gelten  dürfen.  Je  näher  indessen  der  zu  behandelnde 
Stoff  an  den  Wurzeln  der  Wissenschaft  liegt,  und  je  leichter  eine  sach- 
gemäße Darstellung  zu  finden  ist,  um  so  weniger  ist  es  angebracht,  auf  sie 


^)  Diese  Termini  sind  nicht  ganz  logisch  gebildet,  insofern  sie  anzu- 
<louten  scheinen,  daß  es  sich  in  beiden  Fällen  um  eine  besondere  Art  von 
„Invarianten"  handeln  soll. 
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zu  verzichten,  desto  größer  ist  der  Schaden,  den  Oberflächlichkeit  in  un- 
kritischen Köpfen  anrichten  kann  (deren  es  ja  auch  unter  Mathematikern 
eine  Menge  gibt). 

Eine  erschöpfende  Parameterdarsteliung  der  Gruppe  der  Euklidischen 
Bewegungen  und  Umlegungen  nebst  geeigneten  Rechnungsmethoden  (die 
sehr  viel  einfacher  sind  als  das  Opei-ieren  mit  den  überzähligen  Parametern  c^^) 
liefern  die  sogenannten  Biquaternionen;  Math.  Ann.  39,  1891  und  Ber.  d. 
Berl.  Math.  Ges.  1913  (Kinematik).  Vgl.  auch  Journal  de  Mathematiques 
.  (6.  Ser.)  7,  97,  1911  (Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren 
Körpers). 

Die  Umgestaltung  dieser  Formeln  im  Sinne  der  Invariantentheorie  ist 
ein  weiteres  Problem.     Wir  kommen  darauf  noch  zurück. 


§4. 

Fortsetzung:  Sphärische  Trigonometrie. 

In  der  sphärischen  Trigonometrie,  die  ursprünglich  zu  prak- 
tischen Zwecken  entwickelt  worden  ist  (solchen  der  Astronomie  und 
Geodäsie),  handelt  es  sich  um  ein  System  von  sechs  Zahlen,  den 
„Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks",  die  sämtlich  reell 
und  zwischen  den  Grenzen  0  und  ir  enthalten  sind.  Zwischen  diesen 
Zahlen  bestehen  mannigfaltige  Gleichungen,  transzendenter  Natur, 
unter  denen  aber  nur  drei  voneinander  unabhängig  sind,  so  daß  man 
aus  dreien  der  genannten  Stücke  die  übrigen,  wenn  auch  nicht  immer 
eindeutig,  berechnen  kann.  Dieses  eben  ist  die  Hauptaufgabe  der 
sphärischen  Trigonometrie.  Die  Formeln  aber,  deren  man  sich  zur 
Lösung  bedient,  sind  keineswegs  an  jene  engen  Voraussetzungen  ge- 
bunden, namentlich  auch  nicht  an  die  Annahme  der  Realität  der  zu 
untersuchenden  Figuren,  und  also  auch  nicht  an  die  Möglichkeit,  sie 
durch  Zeichnungen  anschaulich  zu  machen.  Vielmehr  ist  es  klar, 
daß  es  sich  hier  um  Tatsachen  der  Analysis  handeln  muß,  die  sich 
im  Rahmen  des  Verfahrens  der  analytischen  Geometrie  so  müssen 
darstellen  lassen,  daß  man  von  vornherein  eine  Einsicht  in  ihren 
wirklichen  Gültigkeitsbereich  und  auch  in  die  logische  Struktur 
des  ganzen  Formelsystems  erhält.  Hier  soll  gezeigt  werden,  daß 
unsere  Identitäten  A  und  B  zwischen  orthogonalen  Invarianten  für 
diesen  Zweck  vollkommen  ausreichen;  daß  man  also  keinen  Vor- 
teil davon  hat,  weitere  Hilfsmittel,  besonders  auch  nicht  einzeln 
hingeschriebene  Koordinaten,  in  Erscheinung  treten  zu  lassen.  Später 
wird  sich  dann  finden,  daß  eben  durch  diese  Beschränkung  in  der 
Wahl  der  Hilfsmittel  von  selbst  schon  eine  noch  umfassendere  Auf- 
gabe  gelöst   ist,    in    der   an   Stelle   der   quadratischen  Form  {X\  X) 
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=  Xi'^  -\-  Xä^  -(-  Xs^  irgend  eine  nicht -singulare  quadratische  Form 
von  drei  Veränderlichen  tritt. 

Wir  verstehen  unter  A,  (Lt,  v  die  Zahlen  1,  2,  3  in  irgend  einer 
der  Anordnungen  (1,  2,  3),  (2,  3,  1),  (3,  1,  2). 

Es  seien  nun  gegeben  drei  Vektoren  Fj,  Y2,  Y^,  die  nicht 
notwendig  reell,  aber  linear  -  unabhängig  und  außerdem  so  be- 
schaffen sind,  daß 

(r;.   ¥;.)  4z  0.     (Y„  Yy  j  Yu  Y^)  4:  0 

ausfällt.  (Hierdurch  werden  Grenzfälle  ausgeschlossen,  die  sich 
übrigens,  um  den  Preis  einer  umständlicheren  Darlegung,  ebenfalls 
in  die  Betrachtung  würden  einbeziehen  lassen.)  Zu  je  zweien  der  drei 
Vektoren  sind  dann  andere  Vektoren  orthogonal,  darunter  solche,  die 
wir  vermöge  der  Gleichungen 

eindeutig  bestimmen  können.  Diese  drei  Vektoren  stehen  dann  zu 
den  Vektoren  Y^,  Y^,  1 3  in  einem  vollkommenen  Reziprozitätsverhältni-. 
Es  findet  sich  nämlich  sofort  {Yx   Zx)  =  1  und 

(2)  {Y,Y2Y^)(Z,Z,Z,)=  L 

so  daß 


(3)  (r,  u) 


(Zf^Z^U) 


{Zi  Zg  Z3) 
wird. 

Wir  orientieren  nun  alle  sechs  Vektoren  durch  beliebige  aber 
bestimmte  Verfügung  über  die  Wurzelwerte 


\'{Yx  I  r,)  =  \'Y,  I  Y,,     i(Z,  I  Z,)  =  }/Z,  !  Za,  . 
und  leiten  von  ihnen  sechs  Einheitsvektoren 
7x  Zx 

}/Yx  \  Yx  '     iZx  I  Zx 

ab,  solche  nämlich,  die  der  Gleichung  der  Einheitskugel  {X  .  X)=  1 
genügen.  Dann  lassen  sich,  nach  §  3,  sechs  Winkelgrößen  Oi,  a2,  % 
und  «1,  «21  '^si  ^is  3,uf  ganzzahlige  Vielfache  von  2  7t  genau,  durch 
die  Gleichuncren 


(4) 


eosax=    ,^^l^d—,  sinax  ^^^  ^^^  ^"> 


^Y^\Y^}/Y.\Y,  )IZx\Zx]/Y^\Y^iY;:\Y 

1^-1^^^  sinax-  (^^^-^^^ 


Vz„|z^  Vz,|z,  Vr,|r,Vz„iz„Vz,^z., 
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erklären,  wobei  man  noch  z.  B.  die  Invariante  (/?;.  T)t  Y^)  durch  den 
ihr  gleichen  Ausdruck  {Yi  Y2  Y^)  .  (Z;.  Z-,)  ersetzen  kann.  Hiermit 
sind  sechs  Winkelgrößen  definiert,  die  wir  als  „Seiten"  und  „Winkel" 
(eigentlich  Maßzahlen  der  Seiten  und  Winkel)  des  „sphärischen  Drei- 
ecks" Yi»  T2,  3^3  oder  als  Winkel  und  Seiten  des  Dreiecks  Z^,  Zj,  Z3 
bezeichnen  dürfen  i). 

Ganz  unmittelbar  erhält  man  jetzt  schon  die  Grundformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie,  nämlich  die  Gleichungen  des  sogenannten 
Kosinus-  und  Sinussatzes: 

(5) 


(7) 


[Y,Y, 

[Zi  Zg  Zg]    = 


COS  ax  = 

=  cosüu.cosa 

V  —  stn  ttfn 

.  sm  ttv  •  cos  «;., 

cos  Kx  = 

=  cos  oiju  ■  cos  a 

y  —  sin  a„ 

.  sin  c«v  •  cos  a;.. 

sin  tti 

sin  «2 

sin  Og  

[Y, 

Y^Y,] 

sind, 

sin  «2 

sin  «3 

[Z, 

z,z,r 

Ys]  = 

sin  a„  .  sin  a„ . 

sinfi),  ^= 

(Y.Y^Y,) 

V^x 

rxVrairaVraira' 

Z,l  = 

sin  (Au  .  sin  «,. 

sina-,  = 

(Z1Z2Z3) 

Vz,z,vz2'Z2  VZ3IZ3 


die  sogenannten  Sinus  der  zwei  Dreiecke  Ti,  Zg»  ^3  ^^^  -^u  -^2»  -^3 
bezeichnen,  deren  jeder  mithin  hier  auf  drei  Arten  als  Produkt  von 
drei  gewöhnlichen  Sinusfunktionen  erscheint.     (Vgl.  S.  41,  Nr.  25.) 

Mit  den  Eliminationsergebnissen  (5)  und  (6),  ja  schon  mit  den 
Formeln  (5)  allein,  könnten  wir  nun  unsere  Untersuchung  bereits 
als  beendet  erklären;  denn  aus  den  Formeln  des  Kosinussatzes  lassen 
sich,  wie  schon  Lagrange  erkannt  hat,  alle  weiteren  in  Gebrauch 
befindlichen  Abhängigkeiten  zwischen  den  Winkelgrößen  a^,  aj,  O3 
und  04]^,  «2,  «3  entwickeln^).  Indessen  zeigt  sich  (was  Lagrange 
noch  nicht  wußte),  daß  diese  weitere  Entwicklung,  wenn  sie  allein 
auf  Grund  der  Formeln  (5)  ausgeführt  wird,  nicht  ganz  eindeutig 
ist;  und  es  hat  doch  wohl  noch  Interesse,  zuzusehen,  zu  welchen 
algebraischen  Tatsachen  die  dann  noch  mögliche  Spaltung  der  tri- 
gonometrischen Formeln  in  mehrere,  nämlich  zwei  (analytisch)  ge- 
trennte Formelsysteme  in  Beziehung  steht. 

^)  In  Elementarbüchern  heißen  die  Maßzahlen  «j,  a^,  «3  nicht  Winkel, 
sondern  Außenwinkel  des  Dreiecks  A\,  Xg,  X3.  Winkel  werden  dann 
die  Zahlen  K — «j,  tt  —  «2,  ^  —  «3  genannt. 

2)  Siehe  des  Verfassers  Schrift:  Sphärische  Trigonometrie,  orthogonale 
Substitutionen  und  elliptische  Funktionen  („Trig.").  Abh.  d.  Sachs.  Ges.  d. 
Wissensch.  20,  Nr.  2,  1893;  auch  W.  Jakobsthal  in  der  Enzyklopädie 
der  Elementarmathematik  2,  1905,  6.  Abschnitt. 
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Die  eben  genannte  Spaltung  ergibt  sieb  aus  der  Tatsache,  daß 
bei  Übergang  von  den  Formeln  (5),  (6)  zu  den  Delambr eschen 
Gleichungen  das  eine  oder  andere  von  zwei  Systemen  von  je  zwölf 
Gleichungen  gefunden  wird^): 


.     «M  +  « V  "a  —  ^v  .     ««  —  «>'  .    «M  —  «r 

sm  -^-~ cos  ~^—~ sin  -^^— sm  -^^— 

2  1^  2  2  2 


(8) 


.    ax  Kx  .    ax  .    «A 

stn  —  cos  -  stn  -—  sin  — 

cos  -^^—^ cos  -^^ cos  -^ s  n  -^ 

2  _  2  2,2 


=+ ,     z= -t: 

ax  ccx  ax  .    «;. 

cos  ^  cos  ~  cos  —  sm  -- 


Es  werden  hiernach,  innerhalb  des  zuvor  bezeichneten  Spiel- 
raumes der  Winkelgrößen  cix,  «;.,  zweierlei  sphärische  Dreiecke,  Drei- 
ecke „erster"  und  „zweiter"  Art,  zu  unterscheiden  sein,  von 
denen  für  die  ersten  in  allen  zwölf  Formeln  (8)  die  oberen  Vorzeichen 
und  für  die  zweiten  die  unteren  gelten.  Von  den  ersten  kommt  man 
zu  den  zweiten,  und  umgekehrt,  z.  B.  durch  die  Substitutionen 
a'i  =  üi  -\-  2  7t,  02  =  «21  a's  =:  «3,  a'i  =  cc^,  a'2  =  cc^,  a's  =  «3. 
Entsprechend  gibt  es  auch  zwei  Familien  von  Formeln  in  der  sphä- 
rischen Trigonometrie:  Solche,  die  —  wie  der  Kosinus-  und  Sinus- 
satz —  für  beide  Arten  von  Dreiecken  zugleich  gelten,  und  solche, 
die  nur  für  Dreiecke  erster  Art  oder  nur  für  Dreiecke  zweiter 
Art  richtig  sind  2).  Offenbar  bedeutet  es  keine  wesentliche  Be- 
schränkung, wenn  weiterhin  nur  noch  die  Dreiecke  erster  Art  unter- 
sucht werden. 


1)  Trig.  S.  124u.  ff.  Bei  Beschränkung  der  Untersuchung  auf  reelle 
Dreiecke  mit  Seiten  und  Winkeln  zwischen  0  und  n  gelten  die  oberen 
Vorzeichen.  Bei  Gauß  heißt  es  iu  der  Theoria  Motus,  Nr.  54:  „Quodsi 
quidem  idea  Trianguli  sphaerici  in  maxima  generalitate  eoncipitur,  ut  ntc 
latei-a  nee  anguli  uUis  limitibus  restringantur,  casus  existere  possunt,  ubi  in 
cunctis  aequationibus  praecedentibus  signum  mutare  oportet". 

®)  Es  gilt  noch  der  weitei-e  Satz,  daß  jede  der  beiden  Mannigfaltig- 
keiten (Mengen)  sphärischer  Dreiecke  ein  Kontinuum  bildet,  daß  also  nicht 
mehr  als  zwei  Familien  von  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu 
unterscheiden  sind.  Die  Richtigkeit  des  in  der  genannten  Schrift  (Trig.) 
geführten  Beweises  dieser  Behauptung  ist  zu  Unrecht  bezweifelt  worden. 
Vgl.  Ber.  der  Sachs.  Akad.  (Math.-phys.  Klasse)  47,  553  u.  ff.,  1895. 
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(9) 


Um  auch  goniometrische  Funktionen  der  halben  Seiten  und 
Winkel  bequem  durch  orthogonale  Invarianten  ausdrücken  zu  können, 
führen  wir  noch  die  Abkürzungen 

2  3)1  =  ylj^  yr.  I  r.  +  (r^  |  r.), 
2%=iY,,\Y,  Vr.  I  r.  -  {Y^  i  r.) 

ein  und  erklären  entsprechend  die  Zeichen  31  und  3Ä-    Wir  können 
dann  Abhängigkeiten   zwischen   zweimal  drei  weiteren  Wurzelgrößen 
erklären  durch  die  Formeln 
^  jO)  2  V^^  V^  =  (^1  i^2  ^3)  .  MZx  i  z,, 


2V3I  VBi  =  (2i^2^3)-Vr;i|r,, 

derart,  daß  z.  B.  die  Mehrdeutigkeit  der  goniometrischen  Funktionen 
cos  — ,  sin     ■  genau  der  Mehrdeutigkeit  der  in  ihren  Ausdrücken 


(113 


cos 


«/. 


vm 


sin 


Vfi 


l^r^ir^fr.ir. 


2       r5^^ir;fr.ir;""2 

vorkommenden  Wurzelgrößen  entspricht. 

An  sich  sind  nun  z.  B.  die  sechs  Wurzel  werte  V9)t,  y3A  jeder 
vinter  zwei  Möglichkeiten  willkürlich  wählbar.  Da  wir  uns  aber  in  (8) 
für  die  Geltung  der  oberen  Zeichen  entschieden  hatten,  so  ergibt  sich 
zwischen  diesen  Wurzelgrößen  noch  eine  weitere  Abhängigkeit  — 
ja  es  kann  vorübergehend  scheinen,  als  ergäben  sich  solcher  Ab- 
hängigkeiten nicht  weniger  als  vier.  Definieren  wir  nämlich  jetzt 
acht  weitere  Größen  Hfc,  Zfc  eindeutig  durch  die  Gleichungen^) 

Ho  =  4(r,r2r3).V8rvS"VlF, 

.12)  "1  =  4  (Jr  -Y,  Y,) .  V3r  V32  V33^ 

H2  =  4(rir2r3).V3iVBiVB3, 

H3  =  4(r,r2r3).V3rV32  VBF: 

usf.;  —  also  z.  B.  Zq  durch  

so  erhalten  wir  aus  (8),  (10)  und  (11)  die  folgenden  vier  involutorischen 
(d.  h.  in  gleicher  Form  auflösbaren)  linearen  Gleichungen : 


(13) 


■21.  =  - 

-Ho  +  H,  +  H,  +  H3, 

2Zi  = 

H0-H1  +  H2+H3. 

2Z2    = 

Ho  +  Hi-H^  +  Ha, 

2Z3  = 

Ho  "T  "1  i"  rlä         Hs- 

^)  Wegen  des  Zahlenkoeffizienten  in  dieser  Definition  siehe  den  Lehr- 
satz auf  S.  51. 
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Diese  Gleichungen  sagen  nun  aber,  als  Abhängigkeiten  zwischen 
den  Wurzelgrüßen  V?)?»  VSi^i  •  •  •  betrachtet,  alle  dasselbe  aus.  Man 
kann  nämlich,  wie  die  Gleichungen  (10)  zeigen,  immer  bei  einer  ge- 
raden Zahl  der  sechs  Paare  \^Di,  \'i)t  ■  •  •  VBs^»  VSs  ^^®  Vorzeichen 
ändern,  ohne  die  Form  der  Gleichungen  (13)  zu  stören,  nicht  aber 
bei  einer  ungeraden  Zahl.  Die  Gleichungen  (13)  lassen  also  gerade 
fünf,  und  zwar  irgend  fünf,  der  sechs  Wurzelwerte  willkürlich. 

Von  den  durch  die  Gleichungen  (13)  verbundenen  acht  Größen 
können  nur  drei  voneinander  unabhängig  sein.  Ohne  weiteres  findet 
man  die  zwischen  ihnen  bestehende  Relation : 


(14) 


Wir  erklären  jetzt  zehn  weitere  Größen  A^q,  A^,  ...,  ^33  durch 
die  folgenden  Gleichungen: 

Ho^  +  H,^  +  H,'  +  Hs^  =  Ä,o  =  Zo'  -h  Zx^  +  Z,'  +  Z^ 
2  (H,.  H.  +  Ho  Ha)  =  Au  =  2  (Z^  Z.  +  Zo  Zx), 
Ho  +  Ha  —  H^!  —  Hv  =  -A-ixv  =  2  (Z;t  Zv  —  Zo  Za), 
2  {H/A  Wv  —  Ho  Ha)  =  -^vß  =  Zo  -[-  Za  —  Zß  —  Zv 


(H2  H3  +  Ho  Hx)  (H3  Hx  +  Ho  H2)  (Hx  Ha  +  Ho  H3) 

=  4  Ho  Hx  H2  H3  .  Zo  Zx  Z2  Z3 

=  (Za  Z3  +  Zo  Zx)  (Z3  Zx  +  Zo  Z2)  (Zx  Z,  +  Zo  Z3). 


15) 


Dann  bilden,  wenn  Jqo  ^  0  ist,  und  insbesondere  also  immer  dann, 
wenn  die  vorgelegte  Figur  Fj,  Y^,  Yg,  Zx,  Z^,  Z^  reell  ist,  die  neun 
Größen  der  Matrix 


(16) 


das    Koeffizientensystem    einer   (eigentlichen)   ternären   orthogonalen 
Transformation. 

Die  bekannten  Ausdrücke  Eulers  für  dieses  Koeffizientensystem 
werden  erhalten,  wenn  man  die  zweimal  vier  Größen  Hfe,  Zfc  —  die  hier 
nur  die  Bedeutung  von  Vex-hältnisgrößen  haben  —  wie  folgt  durch  ein 
System  von  vier  anderen  Verhältnisgrößen  darstellt : 

o  U tf_l_WJ_W_LV       o7     V  V  V  V 

■^  rlo    ^W0  ~r  WX  -r  W2  ~r   '-'3)     ^  ^O    ^O  '-'l  '-^•2  '-<3) 

0  U     fr"    _L   W  fr  V       0  7     V  V      \      V      \      V 

^  MX  —  wo  ~r  «1  —  A2       «3)   -^  ^1  —  >-'o        '-'1  T  '-^2  ~r  ^-'s» 

O  U      V  W      L    fr  fr        o  7      fr    _L    fr  V      I      fr 

■^  n2    ^0  '-'1  "r  «2  M3,    '^1.2   MO  ~r  '-'X  '-'2  ~r  h^3i 

O  U      fr  fr  frlfr.o7      fr_L.fr_l_fr  fr 

-^  na  —  MO       >-ii  —  «2  ~r  «35   '^  *-3  —  «0  "T"  »-(x  ~r  '-'2       i-^s- 

Study,  Invariauten.  ^ 
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Die  Transformationskoeffizienten  sind  an  die  Beschränkung  A^  ^  0, 
^422  =^  0,  ^33  =^  0  gebunden  (siehe  Nr.  17);  abgesehen  hiervon  können 
sie  beliebig  angenommen  werden. 

Die  in  einem  Grenzfalle  bestehende  Gleichung  Aqq  =  0,  d.  h.  das 
Paar  der  hier  miteinander  äquivalenten  Gleichungen 

iYi\Y,)iY,    Y,){T,'Y,)-iT,   Y,){Ys\Y,){Y,    Y,)  =  0, 
(Zi  1  Z,)  (Z,  ,  Z,)  {Z,    Z,)  -  {Z,   Za)  (Z3  i  Z,)  {Z,    Z,)  =  0, 
läßt  sich  einfach  deuten.     Bringt  man  nämlich  je  zwei  einander  nicht  ent- 
sprechende Seiten  der  sphärischen  Dreiecke    zum  Schnitt,    so  liegen  die  er- 
haltenen sechs  Paare  diametral  gegenüberliegender  Punkte  der  Einheitskugel 
auf  einem  sphärischen  Kegelschnitt.  (Vgl.  §  5,  S.  69,  wo  diese  Punktpaare,  oder 
vielmehr  die  sie  ausschneidenden  Durchmesser  der  Einheitskugel  mit  Ziffern  1 
...  6  bezeichnet  sind.)     Die  angeführten  Gleichungen  sagen   nun   aus,   daß 
dieser  Kegelschnitt    in  zwei  Hauptkreise  zerfällt.     [(135)  =  0,  (246)  =  0.] 
Im  reellen  Gebiete  können    diese  Gleichungen  nicht  bestehen ,    es  sei  denn, 
daß  beide  Dreiecke  zusammenfallen  (lauter  rechte  Seiten  und  Winkel  haben). 
Rechnet  man  die  Ausdrücke  (15)  aus,  so  findet  sich: 
^00  =  8  (Fl  Y,  Y,)^ .  {{Z,   Z,)  (Z2 ,  Z2)  (Z3  I  Za) 
-(Z2  Z3)(Z3;Zi)(Zi|Z2)} 
=  8  [Yi  Y2  Ys]^  {1  —  cosa^.  cos  «2  •  cos  «3 } 
=  8{Z,Z,Z,Y.{{Y,   Y,)iY,   Y,){Y,   Y,) 

-{Y,\Y,){Y,\Y,){Y,   Y,)\ 
=  8  [Zi  Z2 Zsj^  1 1  —  cosüi.  cos  Og .  cos  ag} ; 

Axx  =  8  Vr„  ■  r„  VFv  '  r.  Vz„  i  z„  iz^  z^ , 

Au,  =  8  iY„    Tv)  V^T5  V^v!^., 
A.^  =  SiZuZ^  iY^lY^  Vr/X; 
ist  also 


(17) 


(18) 


Au. 
cosax  =    .     , 

A,^ 
Axx 

sin  a;. 
sin  ay 

4  VZo  z.  Z2  Z3 

Axx 

4  VHo  Ha  H2  H3 

Axx 

wo  die  neu  eingeführten  Wurzelgrößen  durch  schon  zuvor  eingeführte 
Größen  eindeutig  zu  erklären  sind: 

(19) 


(20) 


2 

VHuHa  H.Ha-  ^Y^Y^Y^y 

V7.  7    7     7 

VZ„  Z.  Z,  Z,  -  j^^^^^^ 

Setzt  man  schließlich 

2  So  =  2  ;r  —  a^  —  ag  —  03, 

2  öo  =  2  :;r  — ■  «1  —  «2  — 

2Si   =             —Ol  -1-02  +  0^, 

2  öl  =          —  «1  +  «2  +  < 

2  So  ^                   %  «2  +  «31 

2  02  =               «1  —  «2  4-  < 

2S3  =              Ol  +  ttg  — aa, 

2  Ö3  =                «1  -|-  «2  —  c 
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so  finden    sich    auch  noch   einfache  Ausdrücke  für  die  Größen  sin  Sfc, 
srn6)c,  nämlich 


(21) 


.,-.,   o,     _                       "*^              _ 

..... 
sin  (Ji  — 

VHoH,  H2H3 

"          VZo  Z^  Z,  Zs 

Dagegen  lassen   sich  den   Formeln  L'Huiliers,  die  die  Ghrößen 

t(j  --,  ig  —  verbinden  und  zur  zweiten  Familie  gehören,   nicht  mehr 

sonderlich  einfache  Gleichungen  zwischen  orthogonalen  Invarianten 
gegenüberstellen  1). 

Ohne  Beweis  mag  noch  ein  geometrischer  Lehrsatz   erwähnt  werden: 

Die  Größen  Hj.  lassen  sich  deuten  als  die  Kotangenten  der 
sphärischen  Halbmesser  der  vier  Paare  von  Kreisen,  die  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  Y^,  Yg.  ^'3  oder  des  diametral 
gegenüberliegenden  Dreiecks  berühren;  oder  (was  auf  dasselbe 
hinauskommt)  als  die  goniometrischen  Tangenten  der  dazu 
korrelativen  Winkelgrößen.  Entsprechendes  gilt  von  den 
Größen   Zj^. 

Die  zuerst  genannten  Winkelgrößen  lassen  sich  also,  dem  Vorzeichen 
nach  und  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache  von  jt  genau,  so  erklären,  daß  ihre 
Kotangenten   identisch   mit  den  Größen  H;,.  werden. 

Durch  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  werden  dann  die  Beziehungen 
erschöpft,  die  zwischen  allen  acht  sphärischen  Halbmessern  bestehen. 

Natürlich  läßt  sich  die  hier  begonnene  Untei'suchung  noch  viel  weiter 
fortsetzen.  Man  kann  z.  B.  verlangen,  die  genannten  acht  Paare  von  Kreisen 
auch  durch  Gleichungen  für  einen  auf  der  Einheitskugel  veränderlichen 
Punkt  X  darzustellen. 

Man  setze  zur  Abkürzung 

Z  =  ]/y,  Y,.Z,^iY,\Y,.Z,  +  ^Y,\Y,.Z,. 

Dann  werden  die  Gleichungen  der  zweimal  vier  Kreise  (mit  den  Ra- 
dien arc  tg  H^),  die  durch  je  drei  unabhängige  der  acht  Punkte 


gehen,  zusammengefaßt  in  der  Formel 

(22)  }IX[X-{Z\X)  =  0, 

1)  Trig.  S.  144  u.  ff.  Identifiziert  man,  was  statthaft  ist,  die  dort  mit 
Yj,  Zj(,  bezeichneten  Verhältnisgrößen  mit  den  hier  bestimmter  erklärten 
Größen  H^.,    Z^.  so  wird 

B  =  2yHoHiH2H3  yZoZi  Z^Zg, 
und   es  vereinfacht   sich   noch  einiges.     (Siehe  ebenda,   S.  172u.ff.,  worauf 
im  Text  sogleich  noch  Bezug  genommen  wird.) 
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und  ebenso  werden  die  Gleichungen  der  zweimal  vier  Kreise  mit   den  Ra- 
dien arc  ctg  Hj.,  die  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
^1  Y,  Y, 

oder  des  diametral  gegenüberliegenden  Dreiecks  berühren,  zusammengefaßt 
in  der  Formel 

(23)  iX\X  —  -^{Y\Y)  —  l.{Z\X)  =  0. 

Ersetzt  man  VX  [  A'  durch  A'q  und  betrachtet  man  Xq  :  X-^:  X^:  X3 
als  homogene  Punktkoordinaten  im  Euklidischen  Räume,  so  hat  man  die 
Gleichungen  der  Ebenen  vor  sich,  die  die  gesuchten  Kreise  ausschneiden. 

Die  durch  die  Formel  (23)  gelöste  Aufgabe  ist  ein  besonderer  Fall 
des  auf  die  Kugelfläche  übei'tragenen  Apollonischen  Berührungs- 
problems. Dieses  selbst  gehört  zu  einer  umfassenderen,  und  zwar  nicht 
projektiven  Gruppe  von  2.oo2-6  (im  reellen  Gebiete  2.00")  Transforma- 
tionen, kann  aber  in  ähnlicher  Weise  behandelt  werden,  wie  der  hier  auf- 
getretene Spezialfall.  Die  sachgemäße  Lösung  erfolgt  auch  im  allgemeinen 
Falle  durch  ausschließliches  Rechnen  mit  den  Identitäten  (A)  und  (B)  oder 
doch  mit  solchen,  die  sich  von  ihnen  nur  nebensächlich  unterscheiden  (vgl. 
S.  153),  wobei  jedoch  der  Fall  )?  =  4  in  Betracht  kommt.  Eine  Abhandlung 
darüber  findet  man  in  den  Mathematischen  Annalen  (49,  498  u.  ff.,  1897), 
wo  auch  die  gruppentheoretisch  angemessenen  konstruktiven  Hilfsmittel 
entwickelt  sind. 

Vieles  weitere  über  die  Geometrie  der  Kreise  (und  Kugeln)  findet  man 
in  dem  reichhaltigen  Werke  des  amerikanischen  Mathematikers  J.  Coolidge: 
A  Treatise  on  the  Circle  and  the  Sphere  (Oxford  1916).  Zwar  ist  dieses 
Buch,  wohl  mehr  dem  englischen  als  dem  amerikanischen  (und  deutschen) 
Geschmack  entsprechend ,  allzusehr  mit  elementargeometrischen  Einzel- 
heiten überladen,  und  es  sind  darin  die  invariantentheoretischen  Grund- 
lagen nicht  reinlieh  herausgearbeitet  (es  fehlen  die  Fundamentalsätze).  In- 
dessen ertönt  daraus  das  Geklapper  der  Koordinatenmühle  doch  nicht  so 
aufdringlich,  wie  aus  nicht  wenigen  anderen  Büchern. 

Zu  den  Aufgaben  der  elementaren  sphärischen  Trigonometrie  gehört 
auch  die  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  sphärischen  Dreiecks.  Es 
kann  scheinen,  als  ob  man  wenigstens  bei  Bildung  dieses  Begriffs  und  der 
Berechnung  der  zugehörigen  Maßzahl  sich  an  das  übliche  Verfahren  halten 
müßte.  Dem  ist  aber  nicht  so.  Vielmehr  existiert  eine  umfassendere  ana- 
loge Begriffsbildung  und  eine  entsprechende  Formel  auch  im  komplexen 
Gebiet.  Einer  Darlegung  über  diesen  Punkt  aber  müßte  eine  Untersuchung 
über  gewisse  Doppelintegrale  vorausgeschickt  werden,  und  diese  würde 
uns  zu  weit  von  unserem  eigentlichen  Gegenstande  abziehen. 

i^  5. 

Fortsetzung:  KoUineationen  und  Korrelationen. 

Das  in  §  3  Vorgetragene  soll  durch  einige  Beispiele  noch  weiter 
erläutert  werden.  Diese  sollen  von  der  einfachsten  Art  sein,  aber 
(abweichend    von    dem   Beispiel   des   §  4)    so    gewählt   werden,    daß 
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sie  zugleich  eine  Überleitung  zu  unseren  ferneren  Darlegungen 
bilden. 

Wieder  sei  w  =  3;  irgendwelche  gegebene  Vektoren  X,  Y,  Z,  ... 
sollen  nunmehr  beliebigen  linearen  Transformationen  von  der  Deter- 
minante Eins  unterworfen  werden.  Wir  haben  dann  eine  Gruppe 
mit  acht  (komplexen)  Parametern  vor  uns,  von  der  die  Gruppe  y 
(nicht  auch  y,  Yj)  eine  Untergruppe  ist. 

Vektoren,  deren  Koordinaten  durch  Determinanten  wie 

Ag  Yg  —  JL3  1 2)  ^3  -^1  ^1  -^3)  ^1  -M  -^2  Yi 
aus  den  gegebenen  abgeleitet  sind,  bezeichnen  wir  jetzt,  abweichend 
von  dem  Früheren,  durch  Buchstaben  U,  V,  W,  . . .  Wir  bemerken 
dazu,  daß  jede  Transformation  unserer  Gruppe,  die  die  gegebenen 
Vektoren  X,  Y ,  Z,  . . .  in  vorgeschriebener  Weise  transformiert 
{X  ^'  X,  Z->  )  usw.),  eine  lineare  Transformation  der  Vektoren 
U,  V,  W,  ...  nach  sich  zieht  (U  ^^  U,  V  ^^  V,  . . .),  die  immer  dann 
von  der  gegebenen  Transformation  verschieden  sein  wird,  wenn  diese 
nicht  gerade  orthogonal  ist.  Und  zwar  wird  auch  die  neue  Trans- 
formation —  die  induzierte  Transformation  —  wieder  die  De- 
terminante Eins  haben. 

Was  wir  eben  mit  den  Vektoren  X,  Y,  Z,  ...  ausgeführt  hatten, 
läßt  sich  nun  auch  unter  Benutzung  der  neuen  Transformation  mit 
den  Vektoren  U.  V,  TV,  . . .  vornehmen.  Wir  gelangen  so  nochmals 
zu  weiteren  Transformationen,  deren  Objekte  Vektoren  und  Koor- 
dinaten wie 

U^Vs  —  UsV,,  LsV,-U,Vs,  l\V,  —  U,V\ 
sind.  Diese  Vektoren  wollen  wir  (vorübergehend)  bezeichnen  mit 
Buchstaben  wie  X',  Y',  Z',  .. .  Es  zeigt  sich  nun  sogleich,  daß 
diezuletzt  gefundene  (induzierte)Transf ormatiou  (der Vek- 
toren X',  Y',  Z',  . . .)  identisch  ist  mit  der,  die  wir  auf  die 
Vektoren  X,  Y,  Z,  . . .  ausgeübt  hatten. 

Es  hat  sich  mithin  herausgestellt,  daß  die  linearen  Transforma- 
tionen von  der  Determinante  Eins  paarweise  zusammengehören.  Solche 
gepaarte  Transformationen  wollen  wir  zueinander  kontragredient 
nennen.  Ferner  ergibt  sich  aus  dem  Gesagten,  daß  wir  gut  daran 
tun  werden,  die  ganze  Mannigfaltigkeit  der  Vektoren  doppelt  zu 
setzen,  oder  sie,  wie  wir  sagen  wollen,  „mit  zwei  Schichten  zu 
überdecken"!).  Was  nach  unserer  bisherigen  Terminologie  ein  be- 
stimmter Vektor  war,  wird  so  in  zwei  Dinge  gespalten:  Jeder  dieser 

!)  S.  Geometrie  der  Dynamen,  Leipzig  1903,  S.  224  u.  ff. 
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unserer  Vektoren,  also  jedes  Tripel  von  Koordinaten ,  kann  sowohl 
zur  ersten  als  auch  zur  zweiten  „Vektorenschicht"  gerechnet  werden. 
Im  ersten  Falle  bedienen  wir  uns  eines  der  Zeichen  X,  Y,  Z,  .. .,  im 
zweiten  eines  der  Zeichen  U,  V,  W,  . . .;  oder  wir  brauchen,  wenn 
angedeutet  werden  soll,  daß  es  sich  um  bestimmt  gegebene  (nicht 
veränderliche)  Vektoren  handeln  soll,  im  ersten  Falle  die  Buchstaben 
P,  Q,  E,  . ..  und  im  anderen  die  Buchstaben  A,  B,  C,  . . .  Ein  Vektor 
ist  uns  also  nun  nicht  mehr  durch  das  System  seiner  Koordinaten 
deutlich  bezeichnet;  es  muß  auch  noch  kenntlich  gemacht  werden,  zu 
welcher  von  beiden  Schichten  er  gehören  soll.  Die  Gleichheit  der 
Koordinaten  oder,  wie  wir  nun  sagen  wollen,  das  Übereinander- 
liegen  oder  Sich-Decken  eines  Vektors  erster  Schicht  und  eines 
solchen  zweiter  Schicht  aber  erweist  sich  nun  sofort  als  eine  nicht- 
invariante, also  nebensächliche  Tatsache,  wenn  wir  festsetzen,  daß 
die  Vektoren  erster  Schicht  alle  der  einen ,  die  der  zweiten  alle 
der  anderen  von  zwei  kontragredienten  Transformationen  unter- 
worfen werden  sollen.  So  entsteht  eine  neue  Gruppe,  die  wir  die 
Gruppe  /^nennen  wollen;  ihre  Operationen  sind  gepaarte  (kontra- 
grediente)  lineare  Transformationen  von  der  Determinante  Eins,  und 
ihre  Objekte  sind  irgendwelche  Vektoren  erster  und  zweiter  Schicht. 
Invariant  (gegenüber  gepaarten  Transformationen  von  der  Deter- 
minante Eins,  oder  also  gegenüber  Transformationen  der  Gruppe  F) 
sind  auch  jetzt  noch  alle  Abhängigkeiten  zwischen  Vektoren  aus  ver- 
schiedenen Schichten,  die  durch  die  Zeichen 

U  =  'XT,  X  =  Vw 
ausgedrückt  werden  können.  Aus  den  Invarianten  unserer  Gruppe  y 
aber  wird  nunmehr  eine  Teilmenge  herausgehoben,  deren  Individuen 
im  gleichen  Sinne  des  Wortes  auch  noch  Invarianten  der  Gruppe/^ 
sind;  insbesondere  sind  „elementare  Invarianten"  der  Gruppe  i"" 
alle  die  und  nur  die  elementaren  Invarianten  der  Gruppe  y,  die  einem 
der  drei  Typen 

(XYZ),     iu\x)  =  {X\u),     (urw) 

angehören:  Offenbar  sind  unter  den  elementaren  Invarianten  von  y 
die  der  Typen  (UYZ),  (UVZ)  —  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
läuft, die  der  Typen  (XFHO,  (XYW)  —  nicht  invariant,  und  die 
der  Typen  (X  j  T")  und  (UiV)  sind  es  auch  nicht.  Schreiben  wir 
nunmehr  (C/X)  oder  (Z  C7)  an  Stelle  von  iü\X)  oder  (XU),  so 
bestehen  also  für  jedes  Paar  kontragradienter  Transformationen  von 
der  Determinante  Eins  die  Gleichungen 

(XYZ)  =  (XYZ),     {UX)  =  {UX),     {UVW)  =  (UVW). 
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Auch  von  den  Identitäten,  die  elementare  Invarianten  der  Gruppe  y 
verbinden,  bleiben  nun  nur  noch  einige  übrig,  insofern  nur  sie 
Invarianten  der  Gruppe  /^verbinden,  nämlich: 

Ä,  =  iX,X,X,)(X,  C^)  -  4-  . ..  =0, 

A,  =  (U,U,U,)iUoX)-^---  =0, 

B  =  iX,X,Xs).(U,U^U,)~\(X,U,)  {X,U,)  (X,U,)  \  =  0, 

C=  \(X,U,)iX,U,)iXsU,)iX,U,)\  =0; 

C  kann  dabei,  wie  früher,  aus  Ä^,  A<^  und  5  zusammengesetzt  und 
also  weggelassen  werden.  Zu  A-^  und  A,^  aber  treten  jetzt  noch  zwei 
neue  Formeln,  die  Determinanten  der  Form  (XY Z)  oder  {XJYW) 
verbinden  und  durch  die  Substitutionen  TJ  ■=.  YZ  und  Z  =  F  T^  er- 
halten werden.  Diese  nämlich  können  jetzt  nicht  mehr  (wie  im  Falle 
der  Gruppe  y)  aus  zuvor  aufgezählten  zusammengesetzt  werden  i). 

Aus  der  Gesamtheit  der  früher  behandelten  Rechnungsoperationen 
scheidet  sich  also  jetzt  ein  Teilbereich  aus;  ausschließlich  mit 
Beziehungen,  die  ganz  innerhalb  dieses  Teilbereichs  ver- 
bleiben, werden  wir  es  in  den  zu  behandelnden  Beispielen 
zu  tun  haben. 

Einiges  von  dem,  was  die  abzuleitenden  Formeln  ausdrücken, 
wollen  wir  außerdem  auch  noch  in  Worte  fassen 2),  und  dazu 
stellen  wir  noch  einige  weitere  Definitionen  auf  3).  Wir  fassen  den 
Inbegriff  aller  zueinander  proportionalen  Vektoren  erster  Schicht, 
also  aller  Vektoren  der  Form  cX{X=^0,  c=^0}  unter  dem  Worte 
Punkt  zusammen  und  ebenso  den  Inbegriff  aller  untereinander  pro- 
portionalen Vektoren  zweiter  Schicht,  cU,  unter  dem  Worte  Gerade. 
Ist  dann  (?7X)  =  0,  so  ist  auch  immer  {cU,  c'  X)  =  0;  wir  sagen 
dann,  der  Punkt  und  die  Gerade  liegen  vereinigt  oder  sie  seien 
„in  vereinigter  Lage",  oder  „der  Punkt  liege  auf  der  Geraden" 
oder  er  „gehöre  ihr  an",  und  „die  Gerade  liege  auf  dem  Punkt" 


^)  Ohne  weiteres  klar  ist  nur,  daß  mindestens  diese  zwei  weiteren 
Formeln  hinzukommen.     Vgl.  aber  M.  T.  F.  S.  75. 

2)  Nur  solche  in  Worte  gefaßte  Lehrsätze  rechnen  viele  Autoren  zur 
„Geometrie". 

')  Daß  die  folgenden  Erklärungen  hier  etwas  trocken  herauskommen, 
will  ich  nicht  in  Abrede  stellen.  Ich  schreibe  eben  für  Mathematiker,  denen 
die  projektive  Geometrie,  wenn  auch  in  anderer  Darstellungsform,  schon 
geläufig  ist.  Da  muß  ich  mich  also  kurz  fassen,  auch  um  den  Preis  der 
Trockenheit.  Einen  etwa  zu  erhebenden  weiteren  Einwand,  ein  System 
von  drei  Verhältnisgrößen  Xj  :  Xg  ;  Xg  sei  doch  gar  kein  Punkt,  sondern 
dieser  werde  nur  so  „dargestellt",  könnte  ich  jedoch  nicht  als  berechtigt 
anerkennen.    Siehe  die  erste  Anmerkung  auf  S.  56. 
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oder  „gehöre  ihm  an".  Ist  A  eine  gegebene  Gerade  und  X  ein 
veränderlicher  Punkt,  so  nennen  wir  die  Gleichung  ( J.  X)  =  0  die 
Gleichung  der  Geraden.  Ebenso  sprechen  wir,  wenn  Pein  gegebener 
Punkt  und  IJ  eine  veränderliche  Gerade  ist,  von  der  Gleichung 
{TJ¥)  =  0  als  der  Gleichung  des  Punktes  pi).  Es  folgt,  daß 
zwei  Gerade  A,  J?,  die  voneinander  verschieden  sind,  einen  Punkt  — 

gehörig  zu  den  Vektoren  c.  AB  —  bestimmen,  ihren  Verbindungs- 
punkt, dessen  Gleichung  (ABU)  =  0  ist;  und  daß  ebenso  zwei 
verschiedene  Punkte  P,  Q  eine  Gerade,  ihre  Verbindungsgerade 
(PQX)  =  0  bestimmen.  Wir  sagen  dementsprechend  ferner,  drei 
Punkte  P,  Q,  B  liegen  auf  (mindestens)  einer  Geraden,  wenn 
(FQB)  =  0  ist,  und  wir  sagen,  drei  Gerade  A,  B,  C  liegen  auf 
(mindestens)  einem  Punkt,  wenn  (ABC)  =  0  ist  2). 

Alle  diese  Beziehungen  werden  durch  Transformationen  unserer 
Gruppe  nicht  gestört,  sie  sind  gegenüber  P  invariant.  Außerdem 
kann  man  auch  noch  die  Begriffe  Vektor  erster  Schicht  und  Vektor 
zweiter  Schicht  sowie  Punkt  und  Gerade  vertauschen,  ohne  daß  an 
den  gemachten  Aussagen  sich  etwas  änderte  (sogenanntes  Prinzip 
der  Dualität). 

Der  Inbegriff  aller  Punkte  bildet  ein  abgeschlossenes  Kon- 
tinuum  von  zwei  komplexen  Dimensionen,  und  ebenso  der  Inbegriff 
aller  Geraden.  Jedes  von  beiden  bestimmt  das  andere.  Nennen  wir 
das  eine  ein  projektives  Kontinuum  (von  zwei  komplexen  Dimen- 
sionen), so  ist  auch  das  andere  ein  solches.  Beide  Kontinua  werden 
häufig,  und  so  auch  hier,  unter  dem  Namen  Ebene  (genauer,  zum 
Unterschied  von  anderen  „Ebenen":  „Ebene  der  projektiven  Geo- 
metrie") zusammengefaßt. 

Die  Zuordnungen  X  — >  X,  U  — >  U,  die  durch  irgend  eine 
Transformation  der  Gruppe  jT  bewirkt  („induziert")  werden,  fassen 


1)  Die  „Darstellung"  einer  Geraden  oder  eines  Punktes  durch  eine 
Gleichung  erseheint  also  hier  nicht  (wie  in  der  gewöhnlichen  analytischen 
Geometrie)  als  Lehrsatz,  sondern  als  Definition. 

2)  Die  übliche  historisch  entwickelte  Terminologie  unterscheidet  hier: 
Ein  Punkt  „liegt  auf  oder  „liegt  in"  einer  Geraden,  eine  Gerade  dagegen 
„geht  durch"  einen  Punkt  (usw.).  Diese  Unterscheidung  hat  aber,  rein 
mathematisch  betrachtet  (also  unter  Ausschaltung  von  Erkenntnistheorie 
und  Physik),  keinen  rechten  Sinn.  Vgl.  Veblen  und  Young,  Projec- 
tive  Geometry  (I,  1910;  II,  1918).  Dort  wird  schon,  nach  einem  Vor- 
schlag von  P.  Morley,  die  Wendung  „A  point  is  on  a  (straight)  line" 
gebraucht.  —  Gründlich  ändern  wird  sich  das  Überlieferte  heute  nicbt  mehr 
lassen.  Ich  werde  mich  später  wieder  der  herkömmlichen  Kunstsprache 
bedienen,  so  wie  es  auch  die  eben  genannten  Autoren  getan  haben. 
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wir  zusammen  unter  dem  Namen  Kollineation  (genauer:  Kollinea- 
tion  der  Ebene  oder  in  der  Ebene);  die  entsprechenden  Paare  von 
Zuordnungen  X  — *"  U,  U  — >  X,  die  erhalten  werden,  wenn  rechter 
Hand  noch  eine  Vertauschung  der  Begriffe  Punkt  und  Gerade  hin- 
zugenommen wird,  heißen  dann  Korrelationen.  Beide  Arten 
von  Zuordnungen  bilden  dann  wieder  eine  Gruppe,  nämlich  eine 
„geschichtete"  Gruppe  von  2.  oo^-^  Transformationen,  von  der  wir 
(mit  geringer  Erweiterung  des  ursprünglichen  Sinnes  des  Wortes 
Projektivität)  sagen  wollen,  daß  sie  von  den  projektiven  Trans- 
formationen der  Ebene  gebildet  wird.  Ohne  weiteres  erkennt  man, 
daß  z.  B.  zu  jeder  gegebenen  Kollineation  drei  Transformationen  der 
Gruppe  r  gehören  (durch  deren  jede  sie  „induziert"  wird),  und  daß 
der  Zusammensetzung  zweier  Transformationen  von -T  die  Zusammen- 
setzung der  zugeordneten  Kollineationen  entspricht:  DieKollineations- 
gruppe  ist  zur  Gruppe  F  „dreideutig  meromorph"  (nicht  um- 
gekehrt JT  zur  Kollineationsgruppe!). 

Es  gilt  nun  ein  für  die  gesamte  Geometrie  („projektive  Geo- 
metrie") in  der  Ebene  grundlegender  Satz: 

Eine  Kollineation  wird  eindeutig  dadurch  bestimmt, 
daß  man  irgend  vier  Punkten,  deren  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  vier  andere  derart  der  Reihe  nach  zuordnet. 

Wir  wollen  nicht  nur  die  Existenz  dieser  Kollineation  nach- 
weisen, sondern  auch  ihren  Ausdruck  durch  eine  Formel  finden. 
Wegen  des  nachgewiesenen  Zusammenhanges  der  Kollineationsgruppe 
mit  der  Gruppe  P  werden  wir  in  einer  solchen  Formel  nicht  irgend- 
welche Verbindungen  der  Koordinaten  zu  erwarten  haben,  sondern 
nur  solche,  die  wir  —  als  Invarianten  von  F  (und  insbesondere  auch 
von  y)  —  schon  kennen.  Und  in  der  Tat  ist  die  hiermit  präzisierte 
Aufgabe  leicht;  man  kann  ihre  Lösung  ohne  weiteres  hinschreiben  i): 


(1) 


^^2^^3^  .(p   p    p\     p    J_^^3  A^)  ,(ppp)     p 


Damit  hat  man  sie  als  Zuordnung  von  Punkten  {X  — >  X),  und 
sogleich  kann  sie  dann  auch  als  Zuordnung  von  Geraden  (U  — >  U) 
angegeben  werden. 


^)  G.  d.D.  S.  245  oder  H.  Beck,  Koordinatengeometrie,  I,  S.  176.  Eine 
Anwendung  davon  bei  H.  Beck,  „Fünfecke  und  Polarsystemo".  Sitzungsber. 
d.  Wiener  Akademie,  Math.-naturw.  Klasse,  Abt.  IIa,  126,  185. 
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In  der  Tat  stellt  die  Formel  (1)  eine  lineare  Transformation 
dar  (wenn  auch  nicht  notwendig  eine  aus  der  Gruppe  P"),  und  man 
sieht  ihr  an,  daß  sie  nicht  nur  den  Punkten  Pj,  P^,  Pg  die  Punkte 
Pj ,  P2 ,  P3  zuordnet ,  sondern  —  zufolge  der  Identität  A  —  auch 
dem  Punkt  Pq  den  Punkt  Pq  ^).  Um  einzusehen,  daß  es  eine  weitere 
Kollineation  derart  nicht  geben  kann ,  genügt  es  zu  bemerken ,  daß 
z.  B.  die  Punkte  {l,  1,  1},  {1,  0,  0},  jo,  1,  0},  {0,  0,  1}  nur  bei  der 
identischen  Kollineation  in  Ruhe  bleiben. 

Wir  berechnen  noch  die  Diskriminante  (Koeffizientendetermi- 
nante) z/  der  Transformation  (1)  aus  der  Formel 

(2)  ^.{XYZ)  =  {XYZ). 

Mit  Hilfe  der  Identität  B  finden  wir  dann : 

(Pi  P2  P3) .  (P2  Izlo)  -  (^3  go  gl)  •  (^0  A  P^) 

^^^  "    {Pl  P2  Pz)  •  (^^2  Pz  Po)  .  (Pz  PoPl)-  (Po  Pl  P2)  ' 

man  sieht,  daß  die  dargestellte  Kollineation  zu  existieren  aufhört, 
wenn  drei  der  Punkte  Pt  oder  drei  der  Punkte  P^  auf  eine  Gerade 
zu  liegen  kommen.  Die  zu  der  gefundenen  Kollineation  gehörigen 
linearen  Transformationen  von  der  Determinante  Eins  erhält  man 
durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  aus  z/;  aber  man  sieht  nun 
auch,  daß  wir  hier  die  Gruppe  F  eigentlich  noch  gar  nicht  hätten 
zu  betrachten  brauchen:  nur  wird  durch  (2)  dann  eine  grundsätzliche 
Erweiterung  unseres  Invariantenbegriffs  nahegelegt,  die  wir  erst 
später  ausführen  wollen.  Wie  man  eine  Korrelation  z.  B.  aus  vier 
Punkten  Pj  und  den  zugeordneten  Geraden  Ajc  bestimmt,  braucht 
wohl  nicht  noch  ausdrücklich  gesagt  zu  werden.  Hätten  wir  nicht 
Punkte ,  sondern  Vektoren  einander  zuordnen  wollen ,  so  hätten  wir 
nur  drei  Paare  benutzen  dürfen;  die  entsprechende  Formel  lautet 

(4)    iP,P,X).P,+  iP,P,X).F,  +  {P,P,X).P,  =  iP,P,P,).X. 

Auch  die  Formel  (1)  verbindet  (nicht  nur  Punkte,  sondern 
auch  schon)  Vektoren.  Sie  verbindet  sie  aber,  abweichend  von  der 
Formel  (4),  auf  unsymmetrische  Art.  Es  entsteht  also  die  Frage: 
Wie  ändert  sich  der  durch  (1)  dargestellte  Vektor  X,  wenn  man 
irgend  zwei  der  vier  Paare  P^,  P^t  miteinander  vertauscht?  Ant- 
wort: Gar  nicht.     Den  Beweis  überlassen  wir  dem  Leser. 


^)  Ich  bediene  mich  hier  und  auch  sonst  für  die  Punkte  derselben 
Zeichen  wie  für  die  zugehörigen  Vektoren,  was  ja  wohl  kein  Mißverständnis 
hervorrufen  wird. 
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Alles  bisher  Gesagte  läßt  sich,  wie  wohl  ohne  weiteres  klar  ist, 
fast  wörtlich  auf  eine  unbestimmte  Stufenzahl  n  übertragen.  Im 
Falle  «  1=  3  aber  kann  man,  statt  eines  Inbegriffs  untereinander 
gleichbedeutender  Ausdrücke,  für  den  Vektor  X  auch  einen  einzigen 
Ausdruck  angeben,  in  den  die  Paare  P^,  Pi  auf  eine  symmetrische 
oder  doch  nahezu  symmetrische  Art  eingehen.  In  diesem  Falle  näm- 
lich können  wir  z.  B.  die  Vektoren  und  Punkte  P](  auf  drei  Arten 
(I,  n,  m)  auf  Paare  verteilen.  Zu  jedem  Paar  gehört  dann  ein  be- 
stimmter Vektor  und  Punkt  („Diagonalvektor"  und  „Diagonalpunkt") ; 
z.B.  kann  man  der  Paarung  Pq,  Pj;  Pj.  -P3  als  „Diagonalpunkt" 
den  Verbindungspunkt  der  Geraden  PqPx^  P^Pz  zuordnen.  Ein  ent- 
sprechender Vektor,  der  ebenfalls  eindeutig  erklärt  werden  kann,  ist^) 


(5) 


(6) 


—  (P1P2P3) .  Po  -f  {P^PzP^)  •  Fl  I 
=  {P,P,Px).P^-{P,PxP,).P,\ 

Die  nach  dem  Schema  (4)  gebildete  Formel 

{Qu  Qiii  X).Qi  +  (Qui  Qi  X) .  Qu  -\-  (Qi  Qu  X) .  Qm 
=  {QiQnQui).X 


leistet  dann  das  Verlangte.  Eine  Rechnung,  zu  der  der  Leser  alle 
Vorbereitungen  hat,  und  die  übrigens  im  nächsten  Paragraphen  aus 
anderem  Anlaß  noch  ausgeführt  werden  wird ,  läßt  erkennen ,  daß 
immer  dann,  wenn  der  Punkt  X  mit  einem  der  vier  Punkte  Pjt  zu- 
sammenfällt,  der   zugeordnete  Punkt  X  in  den  Punkt  Pk  übergeht. 

In  der  vorausgehenden  Darlegung  habe  ich  mit  Absicht  die  Grund- 
begriffe der  (ebenen)  projektiven  Geometrie  so  erklärt,  als  ob  es  noch  gar 
keine  Literatur  darüber  gäbe.  Es  kommt  mir  darauf  an,  es  greifbar  zu 
machen,  daß  eine  sogenannte  axiomatibche  Begründung  geometrischer  Diszi- 
plinen entbehrt  werden  kann,  wenn  man,  wie  es  sonst  in  Mathematik  und 
Naturwissenschaften  üblich  ist,  die  abzuleitenden  Ergebnisse  als  die 
Hauptsache  ansieht,  die  dazu  benutzten  Denkoperationen  (die  Logik)  aber 
als  Mittel  zum  Zweck.  Nach  dieser  Auffassung  unterscheiden  sich  „geo- 
metrische" Lehrsätze  nicht  grundsätzlich  von  anderen  der  Mathematik,  also 
z.  B.  nicht  von  solchen  der  Zablentheorie  oder  der  Funktionentheorie  oder 
der  Variationsrechnung :  Sie  haben ,  gleich  diesen .  nur  das  Rechnen  mit 
natürlichen  Zahlen  zum  Ausgangspunkt,  alle  Entwicklungen  folgen  dem 
Schema  Definition  oder  Voraussetzung,  Behauptung,  Beweis.  Die  vor- 
herrschende Meinung  jedoch  will  es  anders.  Als  ein  treffliches  Lehrbuch, 
das  dieser  Auffassung  der  Geometrie  entspricht,  nenne  ich  das  schon 
erwähnte  Werk  von  Veblen  und  Young. 


^)  Wegen  des  Zahlenfaktors  Vg  siehe  §  7. 
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Man  wolle  wohl  beachten,  daß,  sofern  in  dem  Gesagten  eine  Kritik 
des  Üblichen  liegt ,  diese  sich  nur  auf  die  systematische  und  didaktische 
Seite  des  Gegenstandes  bezieht,  und  daß  ich  es  hier  nirgends  mit  erkenntnis- 
theoretischen Problemen  zu  tun  haben  will,  sondern  nur  mit  Mathematik. 
Die  Wertschätzung  der  sogenannten  Axiomatik,  die  ihr  eine  grundlegende 
Bedeutung  zuschreibt,  hat  ihre  Quelle  teils  im  Historischen,  teils  in  erkenntnis- 
theoretischen Überlegungen,  die  schwerlich  einwandfrei  sind ;  und  daß  die 
axiomatische  Begründung  der  Geometrie ,  die  zudem  noch  für  jede  wohl- 
umgrenzte geometrische  Disziplin  ein  besonderes  System  von  Postulaten 
oder  Axiomen  erfordern  würde ,  ihre  Schwierigkeiten  hat ,  und  daß  diese 
um  so  größer  erscheinen ,  je  sorgfältiger  man  dabei  zu  Werke  geht ,  wird 
kein  Kenner  in  Abrede  stellen^). 

Weiterhin  werde  ich  mich  nun ,  ohne  neue  Erklärungen ,  die  den 
Leser  nur  langweilen  würden,  der  vorhandenen  geometrischen  Terminologie 
bedienen,  mit  einzelnen  Abweichungen,  wie  sie  mir  von  Fall  zu  Fall  als 
angemessen  erscheinen. 

Hier  werden  auch  noch  einige  Worte  über  die  Zeichen  am  Platze 
sein.  Die  Zuordnung  von  Punkten  zu  Zeichen  P,  Q,  R,  . . .,  X,  Y,  Z,  .  .  . 
und  von  Geraden  zu  A,  B,  G,  . .  .,  U,  V,  W,  .  .  .  entspricht  in  der  Haupt- 
sache der  klassischen  Überlieferung.  Sie  ist  durchgeführt  in  den  von 
H.  Lindemann  bearbeiteten  und  erweiterten  Vorlesungen  von  Clebsch 
über  Geometrie  (1,1:  1875;  1,2:  1896,  in  zweiter  Auflage  1,1:  1906,  I,  2: 
1910;  II,  1:  1891).  Doch  erscheint  dort  an  Stelle  des  von  mir  (1889)  ein- 
geführten Zeichens  (U X)  ein  Zeichen  iix,  was  dem  Prinzip  der  Dualität 
nicht  Rechnung  trägt  und  zu  unnützen  typographischen  Verwicklungen 
führt  2). 

Eine  spätere  Zeit  ist  hiervon  abgewichen.  Mehrfach  hat  man  Fest- 
setzungen wie  die,  daß  Punkte  durch  kleine,  Geraden  durch  große  Lettern 
beziichuet  werden  sollen,  und  Ähnliches,  zu  allgemeinem  Gebrauch  empfohlen. 
Auch  ist  der  Vorschlag  gemacht  worden,  die  Buchstabenzeichen  promiscue 
zu  verwenden  und  die  der  einen  Art  (hier  die  zu  Geraden  gehörigen)  durch 
Akzente  auszuzeichnen.  Alle  solchen  Forderungen  sind  nicht  allgemein  an- 
nehmbar. Z.  B.  werden  Akzente  schon  zu  so  vielen  anderen  Zwecken 
benutzt ,  daß  man  sie  nicht  mehr  für  einen  weiteren  festlegen  kann ,  und 
Ahnliches  gilt  in  den  anderen  Fällen.  Es  muß  dem  einzelnen  Schriftsteller 
das  Recht  zuerkannt  werden,  die  Zeichen,  zwar  durchaus  nirht  nach  Willkür, 
wohl  aber  nach  eigenem  begründetem  Ermessen  zu  wählen.  Ich  bleibe  im 
wesentlichen  bei  der  Zeichensprache,  die  historisch  den  Vorrang  hat,  und 
mir  zugleich  als  die  brauchbarste  erscheint. 


1)  Eine  besondere  Schwierigkeit  wird  in  aller  Axiomatik  dadurch 
hervorgerufen,  daß  auch  noch  die  logische  Unabhängigkeit  der  einzelnen 
Postulate  erwiesen  werden  muß.  Geschieht  das  nicht,  so  weiß  man  nie 
genau,  was  Definition  und  was  Lehrsatz  ist. 

Wegen  der  Überschätzung  der  Logik  siehe  meine  Schrift  „Denken 
und  Darstellung"   (1921). 

*)  Leider  ist  das  genannte  in  der  Anlage  vortreffliche  Werk  mit 
allerlei  Mängeln  der  Ausführung  behaftet,  so  daß  es,  als  Ganzes,  nur  mit 
Einschränkungen  und  nur  kritisch  geschulten  Lesern  empfohlen  werden  kann. 
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Weitere  Beispiele:  Lehrsätze  von  Desargues, 
Pascal  und  Brianchon. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Figur  (den  Inbegriff)  von  sechs  Punkten 
in  der  Ebene  (der  Ebene  der  projektiven  Geometrie).  Sie  sollen  alle 
voneinander  verschieden  und  auf  zwei  „Dreiecke"  P^,  Pg?  ^3)  Qk 
^2,  Qs  so  verteilt  sein,  daß  weder  die  drei  ersten  Punkte,  noch  auch 
die  drei  letzten  einer  Geraden  angehören  i).  Die  zweimal  drei  Punkte 
bestimmen  dann  zwei  „Dreiseite"  Ä^,  Ä2,  A^  und  B^,  B^,,  B^,  wo  z.B. 
A-^  =  P2JP3  ist,  und  genauer  noch  (AiX)  ^=  {P^^P^X)  erklärt  werden 
kann.     Es  folgt 

(1)  iÄ,A,As)  =  (PrP^Ps)',    {BrB^B,)  =  {Q,q,q,Y; 

es  werden  also  weder  die  Geraden  J.^  ^2-^3»  noch  die  Geraden  ^B^  £2-^3 
auf  demselben  Punkt  liegen.  Die  sechs  Geraden  Au,  -Bjt  brauchen 
dann  nicht  alle  voneinander  verschieden  zu  sein,  sie  sind  es  aber  in 
der  Regelt),  und  wir  wollen  annehmen,  daß  sie  es  wirklich  sind. 
Unter  diesen  Einschränkungen,  gilt  der  folgende  Lehrsatz  (»Satz  von 
Desargues  oder  „Satz  von  den  Perspektiven  Dreiecken"): 

Wenn  die  Verbindungsgeraden  P^Qi,  P^Qi,  P3Q3  auf 
einem  Punkt  liegen,  so  liegen  die  Verbindungspunkte 
AiBi,  A^B^i  A3B3  auf  einer  Geraden,  und  umgekehrt. 

1)  Diese  Einschränkungen  und  die  dazu  korrelativen  fehlen  in  deu 
mir  bekannten  Fassungen  des  Satzes  von  Desargues.  Man  kann  sie  auch 
tatsächlich  weglassen,  dann  aber  muß  man  sich  anders  ausdrücken,  als  es 
üblicherweise  geschieht.  [Man  kann  dann  nicht  einmal  mehr  behaupten, 
daß  die  Verbindungspunkte  der  (im  weiteren  Text  erklärten)  Paare  von 
Geraden  Aj^,  B^  immer  auf  einer  durch  sie  bestimmten  Geraden  liegen.] 
Wer  etwa  einwenden  wollte,  das  Kichtige  sei  ja  gemeint,  würde  wöi-tllch 
Recht  und  dennoch  im  Grunde  Unrecht  haben.  Die  Sitte,  sich  um 
Kleinigkeiten  nicht  zu  kümmern,  ist  das  Ei,  aus  dem  mit  unheimlicher 
Schnelligkeit  sich  ein  wahrer  Basilisk  zu  entwickeln  pflegt.  Sie  ist  der 
Infektionskeim,  aus  dem  tatsächlich  eine  verheerende  Krankheit  entstanden 
ist,  die  den  „schönen  Leib  der  Geometrie"  allenthalben  mit  Schwären  über- 
zogen hat.     Principiis  obsta! 

Angemerkt  zu  werden  verdient  auch,  daß  der  Lehrsatz  von  Desar- 
gues inhaltsleer  wird,  wenn  der  Verbindungspunkt  der  zwei  Geraden  Pj^Qj^ 
einer  der  sechs  Punkte  P^,  Qj^  selbst  ist. 

2)  Das  heißt,  die  Konstantenzahl  (2.  11)  unserer  Figur  wird  durch  die 
Forderung,  daß  auch  die  Geraden  Aj^,  J5^  alle  getrennt  sein  sollen,  nicht 
verringert.  Übrigens  bilden  die  Desarguesschen  Figuren  ein  Kontinuum, 
und  alle,  die  hier  nicht  betrachtet  werden  sollen,  erfüllen  Mannigfaltigkeiten 
mit  einer  geringeren  Zahl  von  (komplexen)  Dimensionen. 
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Die  zuletzt  genannten  drei  Punkte  werden  nämlich  dann  einer 
Geraden  angehören,  wenn  der  Ausdruck  {Ai  jB^  A^B^]  A^  B^)  gleich 
Null  ist.  Nach  einer  kleinen  Zwischenrechnung,  bei  der  die  Iden- 
tität A  zu  benutzen  ist,  findet  sich  nun 


(2) 


iA,B^\A,Bi\AsBs) 


Damit  hat  man  schon  den  behaupteten  Lehrsatz  i). 

Man  kann  auch  so  zu  Werke  gehen,  daß  man  die  eine  Figur 
als  Dreieck  (P^,  Pgi  -P3))  ^^^  andere  als  Drei  seit  (B^,  B^,  Bg)  gibt. 
Setzt  man  dann 

(P2P3X)  =  iA[X),     {B,B,U)  =  (Q',  U)  usw., 
so  daß  Ak  =  Au,  aber  Q\,  =z  {Q^  Q^  Q^) .  Q^.  wird,  so  folgt 

{PiQi\P2Q2\PzQz) 
{B,B,B,y{(BrP,)iB,P,)(B,P,)-(B,P,)iB,PMBsP,)\, 

iA[B^\Ä2B2\Ä3Bs) 


(3  a) 


(3  b) 


=  {P^P,Ps)-{(BrP,){B,P,)iB,P,)-(B,P,)(B,P,)iPsP,)\. 


Unter  der  Voraussetzung  (PjPa-Ps)  ^  0»  {B^^B^B^)  zf=.  0  sagt  also 
das  Verschwinden  beider  Ausdrücke  (3)  dasselbe  aus,  womit  der 
Lehrsatz  von  Desargues  nochmals  begründet  ist. 

Wir  haben  hiermit  für  die  sogenannte  Perspektive 
Lage  unserer  Dreiecke  oder  Dreiseite  im  ganzen  vier  ver- 
schiedene Kriterien  gefunden,  die  (unter  den  bezeichneten 
Voraussetzungen)  alle  miteinander  gleichbedeutend  sein 
müssen.     Die  beiden  ersten  sind  die  der  Formel  (2): 


(4) 


iPlQl\P2Q2\PsQ3)   =   0, 

{A,B,\A,B,\A,B,)  =  0; 


ihre  Äquivalenz  haben  wir  eben  unter  (2)  schon  nachgewiesen. 
Ebenso  aber  müssen  mit  ihnen  und  dann  auch  untereinander  gleich- 
bedeutend sein  die  nach  dem  Schema  (3)  gebildeten  Kriterien 


(5) 


iB,P,){B,P,){B,P,)-iB,P,)iBoJ\){B,P,}  =  0, 
{A,  Q,)  (A,  Q,)  (As  Qr)  —  (A  Qs)  {^2  Qi)  (Ä,  Q,)  =  0. 


^)  Man  beachte,  daß  man  einen  nicht  umkehrbaren  Satz  erhält,  wenn 
man  die  Einschränkungen  (P1P2P3)  =f=i  Q,  (Qi  Q^  Q3)  ^  0  fallen  läßt.  Siehe 
die  Anmerkung  auf  S.  61. 
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In  der  Tat  findet  sich  z.  B. 


(6) 


{B,  P,)  {B,  P,)  (B,  P,)  -  {B,P,)  (B, P,)  (B,  P,) I 

=    {QiQ2Qb)-{PiQi\P2Q2\P3Qs); 


man  hat  nur  in  (3  a)  auf  die  Definition  der  Vektoren  Bu  und  Q'k 
zurückzugehen.  Die  identische  Gleichung  (6)  wird  als  Folge  unserer 
Identitäten  vom  Typus  Ä  oder  vielmehr  A'  leicht  auch  unmittelbar 
dargestellt : 

(B,  P,)  {B,P,)  {Q,  Qo_P,)  -  {B,  Pg)  (^3  Qi  Pi)  (^3 Pi) 
=  (B,P,)-{iB,  Q,){P,  Q,P,)  +  0  +  {B,P,){Q,  Q,P,)] 
-  (^3^)-  {0  +  {B,Q,)iQ,PsPr)  +  {B,P,){Q,Q,P,)] 
=  {B,  Q,)  ■  {{P.P,  Q,)  (B^P,)  -  (PsPr  Qs)  {B,P,) \ 
+  {B,P^)-\{q,Q,P,){Q,Q,P,)-{Q,QrPz){Q,Q,P2)] 
=  (QiQ2Qs)-iP^Qi   P2Q2  P3Ö3)  +  0. 

Die  Ableitung  von  Identitäten  zwischen  Invarianten  liegt  nicht 
immer  so  nahe  wie  im  Beispiel  unserer  Formel  (6).  Besteht  man 
nicht  darauf,  die  Rolle  der  Grundformeln  A,  B  in  jedem  Falle  in 
Evidenz  zu  setzen,  so  gibt  es  öfter  ein  einfacheres  Verfahren,  das 
sich  gründet  auf  einen  Satz  der  Funktionentheorie : 

Wenn  eine  ganze  rationale  Funktion  F  von  irgend- 
welchen Veränderlichen  für  alle  (komplexen!)  Werte  dieser 
Veränderlichen  verschwindet,  für  die  eine  irreduzibele 
ganze  rationale  Funktion  0  den  Wert  Null  hat,  so  ist  F 
durch  O  teilbar,  F=  Q.W.     (Beweis:  M.T.F.,  S.  202.) 

In  unserem  Falle  ist  F  der  Ausdruck  links  in  (6)  und 
0  =  (Pi  Qi  P2  Q2  P3  Qs) ,  also  (wegen  der  Invarianz  beider 
Funktionen  und  ihrer  Homogenität)  ^  =  Q  •  iQi  Q2  Qs)-  Es 
bleibt  dann  nur  noch  der  Zahlenwert  von  Q  zu  bestimmen.  Man 
findet  Q  =  1,  wenn  man  etwa  Qi  =  Pg,  Q2  =  Ps»  Q3  =  Pi  setzt. 

In  dem  Satze  von  Desargues  kommen  im  ganzen  zehn  Punkte  und 
zehn  Geraden  vor,  nämlich  außer  den  genannten  noch  das  Perspektivitäts- 
zentrum  Pq  =  Qq  und  die  Pei-spektivitätsachse  Aq  =  Bq.  .Jeder  der  zehn 
Punkte  liegt  dann  immer  auf  bestimmten  dreien  der  zehn  Geraden  und 
ebenso  jede  der  zehn  Geraden  auf  dreien  der  zehn  Punkte^).  Dieselben 
Punkte  und  Geraden   bilden    auf   zehn  Arten   eine  Desarguessche  Figur, 


^)  Außerdem  kann  es  (sogar  dreimal)  noch  vorkommen,  daß  einer  der 
Punkte  P  mit  einer  Geraden  B,  oder  einer  der  Punkte  Q  mit  einer  Ge- 
raden A  vereinigt  liegt. 
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insofern  augenscheinlich  jeder  der  zehn  Punkte  zusammen  mit  einer 
durch  ihn  bestimmten  Geraden  als  Perspektivitätszentrum  und  -achse  fun- 
gieren kann. 

Die  hiermit  ausgesagte  Gleichberechtigung  der  zehn  Punkte  und 
Geraden  kaim,  wie  bekannt,  übersichtlich  dadurch  ausgedrückt  werden, 
daß  man  den  Punkten  und  Geradon  Indizes  zuordnet,  nämlich  etwa  den 
Geraden  Paare  und  den  Punkten  Tripel  von  Indizes,  die  aus  den  Zahlen 
1,  2,  3,  4,  5  gebildet  sind.  Auf  jeder  der  zehn  Geraden  («/S)  liegen  dann 
(immer)  die  drei  Punkte  (aßy),  (ccßö),  («ße),  und  auf  jedem  Punkt  (nßy) 
die  drei  Geraden  (ßy),  {y «■),  {<( ß).  (Die  Figur  des  Desarguesschen  Satzes 
kann  samt  dit^ser  Indizesbezeichnung  dadurch  erhalten  werden,  daß  man 
die  zehn  Verbindungsgeraden  je  zweier  von  fünf  Ebenen  im  dreidimensio- 
nalen projektiven  Kontinuum  —  dem  sogenannten  Kaume  —  und  die  zehn 
Verbindungspunkte  von  je  dreien  in  die  Ebene  projiziert.) 

Eine  genauere  Untersuchung  der  Desarguesschen  Figur  würde  sich 
vielleicht  lohnen,  müßte  aber  bei  weitem  den  hier  verfügbaren  Raum  über- 
schreiten. Wenigstens  erwähnt  mag  werden,  daß  die  in  §  4  abgehandelte 
Figur  Xj,  Xg,  Xg,  Yj,  Y^,  l'g,  aus  dem  Mittelpunkt  der  Einheitskugel 
projiziert,  eine  im  Sinne  der  projektiven  Geometrie  nicht  spezialisierte 
Desarguessche  Figur  liefert.  Anders  ausgedrückt:  Die  Punkte  {«ßy) 
und  die  ihnen  zugeordneten  Geraden  (ö  e)  sind  Pole  und  Polaren  in  bezug 
auf  einen  durch  die  Desarguessche  Figur  eindeutig  bestimmten  Kegel- 
schnitt i).  Der  hierin  enthaltene  Satz  von  den  beiden  „Höhenschnittpunkten" 
einander  polar  zugeordneter  (nicht  zusammenfallender!)  sphärischer  Drei- 
ecke liefert  in  der  Grenze  auch  noch  den  Satz  vom  Höhenschnittpunkt 
ebener  Dreiecke. 

Die  folgende  Auseinandersetzung  bezieht  sich  auf  die  algebraische 
Bestimmung  eines  Kegelschnittes  aus  fünf  gegebenen  Figuren ,  von 
denen  einige  (0 ,  1,  ...  5)  Punkte  und  einige  (5,  4,  ...  0)  Geraden 
(Tangenten)  sind.  Haben  diese  nicht  gerade  eine  besondere  Lage, 
so  wird  die  zu  suchende  Figur ,  der  Kegelschnitt ,  ein-  oder  mehr- 
deutig bestimmt  und  nicht  spezialisiert  sein,  nämlich  ebensowohl  als 
Ort  von  Punkten  wie  als  Ort  von  Geraden  beschrieben  werden  können. 
Wir  haben  also  im  ganzen  zwölf  Aufgaben  vor  uns,  da  in  jedem 
Falle  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  und  eine  Kurve  zweiter  Klasse 
zu  suchen  ist.  Aber  wegen  der  Vertauschbarkeit  der  Begriffe  Punkt 
und  Gerade  sind  nur  sechs  von  diesen  Aufgaben  wirklich  verschieden, 
und  außerdem  kann  man  noch  nach  bekannten  Regeln,  wenn  z.B. 
die  Kurve  zweiter  Ordnung  gefunden  ist ,  die  Gleichung  der  Kurve 
zweiter  Klasse  herstellen.  Die  dann  auszuführende  (leichte)  Rechnung 
wird  mau  kaum  sehr  lohnend  finden;  so  bleiben  also  in  der  Haupt- 
sache nur  drei  wesentlich-verschiedene  Aufgaben  übrig. 

Nicht  ganz  deckt  sich  hiermit,  ohne  genauere  Vorschrift  über 
die  Art  der  Beantwortung,   die  Frage  nach  den  Bedingungen,  unter 

1)  Diese  Kurve  kann  mit  Hilfe  der  Formel  (1)  in  §  5  gefunden  werden. 
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denen  sechs  der  gegebenen  Punkte  oder  Geraden  einem  Kegelschnitt 
angehören.  Diese  Bedingungen  müssen  sich  in  jedem  Falle  schon 
dadurch  ausdrücken  lassen,  daß  man  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion von  Invarianten  der  Gruppe  F,  also  von  Invarianten  der  Typen 

(XTZ),  (Xü),  (urw\ 

gleich  Null  setzt.  Aber  nur  im  einfachsten  Falle  (0,  6)  oder  (6,  0) 
wird  man  damit  auch  die  Lösungen  der  zuerst  genannten  Aufgaben 
kennen:  In  den  Fällen  (1,  5)  oder  (5,  1)  und  (3,  3)  erhält  man  so 
nur  eine  Zusammenfassung  der  in  mehreren  (zwei  oder  vier) 
Exemplaren  vorhandenen  Lösungen,  deren  Trennung  dann  noch 
ein  weiteres  durchaus  nicht  leicht  zu  bewältigendes  Problem  bildet, 
während  umgekehrt  die  Zusammenfassung  der  einzeln  gefundenen 
Lösungen  natürlich  ohne  weiteres  ausgeführt  werden  kann.  Damit 
haben  wir  allerdings  nur  einen  Fingerzeig,  wie  man  die  Sache  nicht 
angreifen  soll. 

Die  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  fünf  gegebene  Punkte. 

Soll  die  Aufgabe  nicht  trivial  oder  gar  unbestimmt  sein,  so  ist 
anzunehmen,  daß  keine  drei  der  fünf  Punkte  auf  einer  Geraden 
liegen.  Vier  der  fünf  Punkte  bestimmen  dann  ein  Büschel  von 
Kurven  zweiter  Ordnung,  von  denen  man  die  in  Geraden  zerfallenden 
Kurven  schon  kennt,  und  aus  diesem  Büschel  kann  ohne  weiteres  die 
Kurve  herausgesucht  werden ,  die  auch  noch  den  letzten  Punkt  ent- 
hält. Oder  man  kann  auch  verlangen,  daß  vier  Punkte  aus  zwei 
weiteren  durch  gleiche  Würfe  projiziert  werden.  Ich  ziehe  es  vor, 
an  den  Satz  von  Pascal  anzuknüpfen:  Auch  dieser  stellt  nämlich 
die  Bedingung  für  sechs  Punkte  auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung 
reinlich  dar.  Hierauf  und  auf  seiner  konstruktiven  Einfachheit  beruht 
seine  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Kegelschnitte, 

Wir  benennen  die  sechs  Punkte  mit  Ziffern  1  ...  6  und  ver- 
binden je  zwei  zyklisch  aufeinander  folgende  durch  die  Geraden  eines 
Sechsecks,  Je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  dieses  Sechsecks  haben 
dann  die  Verbindungspunkte 

P  =  (12  5). 4  — (12  4).  5, 

Ö  =  (2  3  6).  5  — (2  3  5). 6, 

i?  =  (3  4  1).6— (3  4  6).l. 
Hieraus  folgt 

=  (1  2  5) .  (2  3  6) .  {(3  4  1)  .  (4  5  6)  —  (3  4  (3) .  (4  5  1)} 
-I-  (2  3  5) .  (3  4  6) .  1(1  2  5) .  (4  6  1)  —  (1  2  4) .  (5  6  1)} 
=  (12  5)  (2  3  6)  (4  6  1)  (3  4  5)  —  (2  3  5)  (3  4  6)(4  5  1)  (2  6  1). 
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Jeder  der  sechs  Punkte  kommt  hier  zweimal  vor ,  {P  Q  R)  ist  vom 
zweiten  Grade  in  bezug  auf  seine  Koordinaten,  und  damit  ist  die 
gestellte  Aufgabe  gelöst ;  man  braucht  nur  {F  Q  R)  =z  0  zn  setzen. 
Aber  die  gefundene  Formel  hat  auch  ein  einfaches  Bildungsgesetz, 
das  klar  zum  Vorschein  kommt,  wenn  man  etwa  die  Zahlen  1,  2.  3, 
4,  5,  6  der  Reihe  nach  durch  die  Zahlen  2,  3,  5,  6,  1,  4  ersetzt.  So 
erhalten  wir  die  Lösung  unseres  Problems  in  verbesserter  Form;  sie 
wird  dargestellt  durch  das  Verschwinden  einer  rationalen  Invariante 
der  Gruppe  F,  die  wir  so  bezeichnen  wollen  i) : 

I  (12  3  45  6)2  ^1 

^  ^     =  (13  5)  (6  12)  (2  3  4)  (4  5  6)  — (2  4  6)  (12  3)  (3  4  5)  (5  6  1). 

In  der  Tat  sieht  man  sogleich,  daß  dieser  Ausdruck  den  Wert  Null 
annimmt,  wenn  zwei  der  sechs  Punkte  zusammenfallen.  Er  hat  aber 
noch  weitere  bemerkenswerte  Eigenschaften,  von  denen  wir  nur  eine 
anführen:  Die  Invariante  (1  2  3  4  5  6)^  ist  alternierend.  Das 
heißt,  sie  ändert  (wie  eine  sechsreihige  Determinante)  ihr  Vorzeichen, 
wenn  man  irgend  zwei  der  sechs  Punkte  vertauscht.  Da  sie  nun 
offenbar  ihr  Zeichen  ändert ,  wenn  man  die  Punkte  1  ...  6  zyklisch 
vertauscht,  so  genügt  es  zu  zeigen,  daß  sie  etwa  bei  Vertauschung 
der  Punkte  1  und  2  ihr  Vorzeichen  ändert.  In  der  Tat  ist  (zufolge 
der  Identität  A')  die  Summe 

(1  2  3  45  6)2 +  (2  134  5  6)ä 
=  (6  1  2)  (4  5  6) .  {(1  3  5)  (2  3  4)  —  (2  3  5)  (13  4)} 
—  (1  2  3)  (34  5) .  {(2  4  6)  (5  6  1)  —  (1 4  6)  (5  6  2) j 
=  (6  1  2)  (4  5  6) .  (1  2  3)  (3  5  4)  —  (1  2  3)  (3  4  5) .  (6  1  2)  (5  4  6), 
also  gleich  Null  2). 

Die  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  fünf  Punkte, 
deren  höchstens  drei  in  einer  Geraden  liegen,  kann  danach  immer 
dadurch  gefunden  werden,  daß  man  die  quadratische  Form 
(8)  F  =  (1  3  5)  (2  3  4)  (1  2  X)  (4  5  X)  —  (1  2  3)  (3  4  5)  (2  4  X)  (1  5  X) 
gleich  Null  setzt.  Die  Diskriminante  |^|  dieser  Form  muß  durch  die 
sämtlichen  Invarianten  (ikl)  teilbar  sein;  sie  kann  sich  daher  von 
dem  Produkt   dieser   zehn  Invarianten   höchstens   um   einen  Zahlen- 


^)  Der  Exponent  soll  andeuten ,  daß  jeder  Punkt  zweimal  vorkommt. 
Um  das  Bildungsgesetz  unseres  Ausdruckes  deutlich  zu  machen,  schreiben 
wir  ihn  nochmals  auf: 


(1 3  5)  (6  1  2)  (2  3  4)  (4  5  6)  —  (2  4  6)  (1  2  3)  (3  4  5)  (5  6  1). 

^)  Siehe  die  Anmerkung  am  Schluß  des  Paragraphen. 
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faktor  unterscheiden,  der  leicht  mit  Hilfe  irgend  eines  Zahlenbeispiels 
bestimmt  wird  ^).     So  findet  man 


<9) 


li^l 


_    1   f  (123)(124)(125)(134)(135)|_ 
~   4   i.(145)(234)(23Ö)(245)(345) 


Die  Figur  des  Pascalschen  Sechsecks  und  die  Figur  des 
Desargues  sehen  Satzes  hängen  jede  von  elf  komplexen  Konstanten 
(von  „2.11"  Konstanten)  ab,  und  zwar  bestimmt,  wenn  man  von 
Grenzfällen  absieht,  die  erste  die  zweite  auf  60,  und  die  zweite 
die  erste  aiif  zehn  Arten.  Nehmen  wir  nämlich  an,  daß  die  sechs 
Punkte  des  Pascalschen  Sechsecks  auf  einer  irreduzibelen  Kurve 
zweiter  Ordnung  liegen,  so  können  wir  sie  auf  120  Arten  zyklisch 
Fig.  1. 


ordnen  und  also  avif  60  Arten  durch  ein  Sechsseit  ÄiB^Ä^  B1A2B3 
verbinden;  der  Satz  von  Pascal  sagt  dann  nichts  anderes  aus,  als 
daß  die  Dreiseite  A1A2ÄS  und  B^B^Bz  Perspektive  Lage  haben,  und 
ebenso  die  zugehörigen  Dreiecke  F1P2P3  und  ^,  Q2Q3  (Fig.  1). 

Umgekehrt  werden  die  sechs  Punkte  auf  dem  Kegelschnitt  wieder- 
gefunden, wenn  man  je  zwei  einander  nicht  entsprechende  Geraden 
Ai,  Bk  verbindet.  In  einer  nicht  speziellen  Desargu esschen  Figur 
können  aber,  wie  gesagt,  zehn  Paare  perspektiver  Dreiecke  gefunden 


1)  Die  Diskriminante  \F\  ist  die  Koeffizientendeterminante  von  F. 
Daß  sie  hier  Invariante  der  Gruppe  F  ist,  zeigt  die  Formel  (9)  ohne 
weiteres.  Wir  werden  aber  später  für  die  Diskriminante  einer  mit  Vektoren 
eines  Gebietes  beliebiger  Stufenzahl  gebildeten  quadratischen  Form  ein 
anderes  Bildungsgesetz  angeben,  das  ihre  Invarianteneigenschaft  in  Evidenz 
setzt,  so  daß  weitere  Erörterungen  erspart  werden  können. 

5* 
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(12  345  6)^ 


werden  i).      Wir   wollen    noch  zusehen ,   was    aus   unserer  Invariante 
(1234  56)3   wird,   wenn   man   die  Punkte  1...6  nach  dem  Schema 

1  =  X^z:     2  =  BsAi,     3  =  A^2>  •  •  • 
durch  zweimal    drei    Geraden    oder   Punkte    bestimmt    und    sie  (wie 
zuvor)   linearen  Formen   oder  Vektoren    zuordnet.     Man  findet    nach 
leichter  Rechnung: 

f   {A,AsB,){AsA,B,){A,A,Bs)\ 
{.iB,B,A,)iB,B,A,){B,B,A,)\ 
(10)         .  (A,  B,  \A,B,   A,  Bs)  =  (Pi  Ps  ^3)*  •  (^1  ^2  QsY 

■{Q2QsPl){QzQlP2)iQlQ2Pz)-(P^Qr    P2Q2PzQz)- 

Auch    schon    ohne   Hilfe    dieser    Formel    sieht    man,    daß    die 
Forderungen 

(1  2  3  4  5  6)2  =  0     und      (P,  Q^  P^  Q^  P3  Q3)  =  0 
nur  dann  äquivalent  sein  können,  wenn  die  ersten  acht  voneinander 
verschiedenen  Teiler   des   letzten   Ausdrucks    nicht   gleich  Null   sind. 

Bei  der  Ableitung  der  Formel  flO)    ist   angenommen,    daß    z.  B.  dem 
Punkt  1  der  Vektor 

{BsP,)P,  -  iB,P,)P,  =  {A,  Q,)  Q,  -  (A,  Qs)  Q2 

zugeordnet  ist.     Es  zeigt  sich  dann,  daß  die    (nach  §  3,  Nr.  12   zu  berech- 
nenden) Invarianten 


(13  5) 


-(P1P2P3) 


(B,P,)(B,P,){B,P,)\ 
{B,P,){B,P,){B,P^)\ 
{A,Q,){A,Q,){A,Q,)\ 
{A,Q,){A,q,){A^Q^)\ 
{A,Q,){B,P,)\ 
{A,Q^){B,P,)\ 

(B,I\){B,P^){B,Ps)\ 

-{B,P,){B,P,){B,P,)\ 

{A,Q,){A,Q,){A,Q,)\ 

-{A,Q,){A^Q,){A^q^)\ 

\       {A,Q,){B,P,)\ 

\-{A,Q,){B,P,)\ 

nur  als  Differenz 

(135)-(246)  =  (P,  P2P3)  .  (^1  ^2  Qz)  ■  (Pi  Qi  P2  Q2 1 P3  Qz) 

1)  Weitere  Literatur  über  die  Figur  des  Satzes  von  Pascal  findet 
man  angeführt  im  Eepertorium  der  Mathematik  (2.  Aufl.,  II,  1,  1910,  S.  37; 
und  in  einem  Enzyklopädieartikel  desselben  Verfassers  —  Dingeldey  — 
(III,  C,   1,  Nr.  20—22). 


(2  4  6) 


=  -{Q^QiQz)- 

=  -(P^p2Pz)-{QiQ2Qz)- 

=  -{P,P,Ps) 

=  -{QxQ2Qz)- 


-{PyP2Pz)-iQxQlQz) 
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in  die  Invariante  (1  2  3  4  5  6)^  eingehen.  Man  sieht,  daß  im  Falle  pei- 
spektiver  Dreiecke  {{P^P^Ps)  =^  0,  (Q1Q2  Q3)  #  0!  j  jede  der  Gleichungen 

(13  5)  =  0,  (246)  =  0 

die  andere  nach  sich  zieht.  Bestehen  diese  Gleichungen,  so  zerfällt  die 
Kurve  zweiter  Ordnung  durch  die  Punkte  1  ...  6  in  der  Weise ,  daß  ihr 
öiner  gerader  Bestandteil  die  Punkte  1,  3,  5,  der  andere  die  Punkte  2,  4,  6 
enthält.  (Hieraus  ergibt  sich  das  auf  S.  50  über  die  Gleichung  ^00  =  "J 
Gesagte.) 

Die  in  der  Literatur  als  Satz  von  Brianchon  verzeichnete  Tatsache 
ist  für  unsere  Auffassung  natürlich  gar  kein  wirklich  neuer  Lehrsatz, 
sondern,  nur  mit  anderen  Worten  gesetzt,  nochmals  der  Satz  von  Pascal. 
Es  darf  indessen  nicht  übersehen  werden,  daß  die  projektive  Geometrie 
sich  auf  einer  von  der  unsrigen  sehr-  verschiedenen  Grundlage  entwickelt 
hat,  und  daß  die  Paarung  aller  ihrer  Figuren  ursprünglich  denn  doch  eine 
Entdeckung  war. 

Auf  die  Invariante  (1  2  3  4  5  6)2  bezieht  sich  eine  ganze  Literatur. 
Zuerst  scheint  sie  von  Keiss  gefunden  worden  zu  sein  (Math.  Ann.  2,  397, 
1870);  dann  wurde  sie  wohl  noch  von  einem  Dutzend  Autoren  entdeckt, 
deren  keiner  jedoch  meines  Wissens  Neues  zutage  gefördert  hat.  Ins- 
besondere enthält  der  von  einigen  so  genannte  Satz  von  Güntsche  nichts, 
das  nicht  längst  bekannt  gewesen  wäre.  (Reiss  hat  übrigens  die  Be- 
dingung dafür,  daß  zehn  Punkte  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung  liegen, 
mit  Hilfe  eines  ähnlich  gebildeten  Ausdrucks  dargestellt.) 

Eine  weitergehende  Untersuchung  enthält  eine  Arbeit  des  Verfassers 
[über  das  Pascalsche  Sechseck  und  einen  Satz  von  Hesse  (Leipz.  Ber. 
1895,  S.  532)].  Teilweise  analoge  Eigenschaften  finden  sich  noch  bei  einer 
nur  von  zehn  (fünf  komplexen)  Konstanten  abhängigen  Figur  von  sechs 
Punkten,  deren  je  fünf  den  letzten  eindeutig  bestimmen.  In  dieser 
Figur  werden  nämlich  je  vier  Punkte  aus  den  beiden  übrigen  durch 
konjugiert-imaginäre  Würfe  projiziert  (Math.  Ann.  60,  347,  348,  1915). 

In  unserer  Darlegung  über  den  Pascal  sehen  Satz  wurden  die  Punkte 
1  ...  6  als  voneinander  getreimt  angenommen.  Man  kann  sie  aber  auch 
gruppenweise  zusammenrücken  lassen  und  erhält  dann  die  Lösungen  einiger 
Aufgaben  der  Differentialgeometrie.  Namentlich  ergeben  sich  auf  diesem 
Wege  Begi-iff  und  analytische  Darstellung  der  sogenannten  Elemente 
zweiter  Ordnung  in  der  ebenen  projektiven  Geometrie  [vier  „natür- 
liche Kontinua"  solcher  Elemente  (Leipz.  Ber.  1901,  S.  338)].  Läßt  man 
alle  sechs  Punkte  zusammenrücken,  so  erhält  man  die  Differential- 
gleichung der  Kurven  zweiter  Ordnung  (ebenda,  S.  349)  in  pro- 
jektiv -  invarianter  Form:  Ist  t  der  Parameter  des  Punktes  0,  und  be- 
zeichnen die  Zahlen  0  ...  5  DifEerentiationsindizes,  so  lautet  sie  !F(/)  =  0,  wo 

W{t)  =  9 -(Ol  2)3.  {(0  15)+  10 -(12  3) +  5 -(0  2  4)} 
—  45  •  (0  1  2)  •  (0  1  3)  •{  2  •  (0  2  3)  -h  (0  1  4)  }  -I-  40  •  (0  1  3)3 

ist.  Liegt  dann  in  der  Ebene  eine  analytische  Kurve  X  =  X(t)  vor,  die 
weder   eine  Gerade   noch   eine  Kurve    zweiter  Ordnung   ist,    so  kann    man 


1. 
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auf  ihr  einen  natürlichen  Parameter  angeben,  dargestellt  durch  die 
Integralinvariaute 

(012) 

Besonderheiten  dieses  Parameters  auf  der  Kurve  zeigen  dann  immer  pro- 
jektiv-invariante  Besonderheiten  des  zugehörigen  Kurvenpunktes  an  (ebenda, 
S.  349;  s.  auch  Pick,  Wiener  Ber.  115,  139fE.,  1906). 

Auf  dem  gleichen  Grundgedanken  beruhende  Parameterdarstellungen, 
die  aber  zur  Gruppe  der  affinen  Transformationen  gehören,  sind  vielfach 
benutzt  worden  von  W.  Blaschke  und  anderen. 

Mit  diesen  etwas  kümmerlichen  Hinweisungen  muß  ich  mich  be- 
gnügen; der  Stoff  der  projektiven  Differentialgeometrie  ist  ein  umfang- 
reiches Kapitel  für  sich. 


Fortsetzung:    Weiteres  über  Kegelschnitte. 

Bei  der  Behandlung  der  übrigen  zuvor  (auf  S.  64)  formulierten 
Aufgaben  über  Kegelschnitte  finde  ich  es  vorteilhaft,  ihre  Reihen- 
folge zu  ändern.  So  kommen  an  den  Anfang  unserer  Betrachtung 
zwei  sehr  einfache  Lehrsätze: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  drei  Punkte  P,  Q,  R  und  drei  Geraden  A,  B,  C  (diese  als 
Tangenten)  demselben  Kegelschnitt  angehören,  läßt  sich 
so  schreiben: 

V J^       ]fÄ~Q       fÄR   j 

(1)  1  v^BP    v^    ys^    =  0. 

fcP       i~CQ       i~GR 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  zwei  Punkte  P,  Q  und  vier  Geraden  A,  J5,  0,  D  dem- 
selben Kegelschnitt  angehören,  ist  das  Bestehen  einer 
Gleichung  der  Form 

{B  CD)  iJAPJilQ)  -  (CD  A)  i'iBP){BQ) 


^{DAB)]/{CP){CQ)-{ABC)i{DP)iDQ)  =  0  >)• 


1)  Die  Vorzeichen  in  der  Formel  (2)  sind  an  sich  willkürlich.  Warum 
sie  so  gewählt    sind,    wie  geschehen,  sieht  man,    wenn   man  P  =  Q  setzt. 

Solcher  Formeln,  die  ein  geometrisches  Interesse  haben,  lassen  sich 
noch  mehr  bilden.  Die  nach  Analogie  von  (1)  aus  vier  Ebenen  und  vier 
Punkten  gebildete  Determinante  sagt  durch  ihr  Verschwinden  aus:  Es 
gibt  eine  Steinersche  Fläche,   die   die  vier  Ebenen  zu  Doppelebenen   hat 


§  7.     Weiteres  über  Kegelschnitte.  71 

Natürlich  sind  in  diesen  Formulierungen  Grenzfälle,  in  denen 
mehrere  oder  sogar  unendlich  viele  „Kegelschnitte"  —  Orter  von 
Punkten  und  Geraden  —  den  gestellten  Bedingungen  genügen,  nicht 
ausgeschlossen.  Auch  wird  nicht  unterschieden  zwischen  verschie- 
denen Arten  des  „Angehörens":  Z.  B.  kann  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  aus  zwei  Geraden  bestehen,  sie  kann  (mindestens)  einen 
Doppelpunkt  haben.  Dann  gehört  jede  Gerade  durch  diesen  Punkt 
(oder  einen  dieser  Punkte)  der  Kurve  an  (wenn  man  will,  als  in  der 
Regel   „uneigentliche"  Tangente). 

Als  zur  Genüge  bekannt  darf  hier  angenommen  werden,  daß 
immer  dann,  wenn  etwa  drei  Geraden  A,  B,  C  und  zwei  Punkte  P,  Q 
nicht  unendlich  vielen  Kegelschnitten  angehören,  die  algebraische 
Fassung  des  Problems  ihrer  Bestimmung  von  der  Lösung  einer 
Gleichung  vierten  Grades  abhängt.  Diese  Gleichung,  oder  vielmehr 
eine  solche  Gleichung,  sollen  wir  nun  nach  (1)  in  der  Form 


(3) 


vor  uns  haben,  die,  in  bezug  auf  die  Veränderliche  X,  sogleich  auch 
iu  rationale  Gestalt  gebracht  werden  kann.  In  der  Tat  sieht  man 
sofort,  daß  die  durch  (3)  dargestellte  Kurve  zweiter  Ordnung  vier- 
deutig  bestimmt  ist  und  durch  die  Punkte  P  und  Q  gehen  muß. 
Daß  eine  solche  Kurve  dann  mit  jeder  der  Geraden  A,  B,  C,  bei 
nicht  zu  spezieller  Lage  der  gegebenen  Figuren,  nicht  zwei  ver- 
schiedene Punkte  gemein  haben  kann,  sieht  man,  wenn  man  z.  B.  die 
Gleichung  (AX)  =  0  mit  der  Gleichung  (3)  zusammenstellt.  Diese 
■svird  nämlich  dann  gleichbedeutend  mit  einer  in  X  linearen  Gleichung. 
Grenzlagen  der  besprochenen  Figuren  gibt  es  mancherlei,  sie 
können  hier  nicht  wohl  alle  aufgezählt  und  erörtert  werden.  Die 
wichtigsten  darunter  sind  aber  die,   die  sich  durch  das  Verschwinden 


und  durch  die  vier  Punkte  geht;  und  ebenso:  Es  gibt  eine  Fläche  dritter 
Ordnung,  die  in  den  vier  Punkten  Doppelpunkte  hat  und  von  den  vier 
Ebenen  berührt  wird. 

Gleichungen  der  Form 

\(A,p,r  ...{A^p^ri  =  0 

treten  auf  im  Zusammenhang  mit  der  Polarentheorie  der  Kurven, 
Flächen  usw.  der  »tten  Ordnung. 

Welches  ist  z.  B.  die  Gleichung  des  Kreises,   der   ein  gegebenes  Drei- 
eck zum  Poldreieck  hat? 
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einer  einzelnen  Invariante  der  Figuren  A,  B,  C,  P,  Q  kennzeichnen 
lassen  und  aus  der  Forderung  entspringen,  daß  eine  der  Kurven 
zweiter  Ordnung  Nr.  3  ausartet,  oder  daß  zwei  dieser  Kurven  zu- 
sammenfallen. 

Es  wird  wohl  erlaubt  sein,  auch  einmal  einer  späteren  Dar- 
legung etwas  vorzugreifen.  Ich  stütze  mich  also  auf  den  Satz,  daß 
die  Diskriminante  einer  in  der  Form 

(4)  l.Ca.{AiX){AnX) 

1 

dargestellten  quadratischen  Form  der  Ausdruck 

C'ii   Ci2  Ci3 


(5)  C/21  Ca2  C 


{A,A,A,Y 


ist.  Hiernach  wird  die  Kurve  zweiter  Ordnung,  die  wir  durch  Fest- 
legung der  Wurzelwerte  in  den  zwei  ersten  Vertikalreihen  der  Deter- 
minante (,S)  erhalten,  dann  reduzibel,  wenn  das  Produkt 

( [yJBP    fcQ  —  V^^    V^'  I 
(6)       -4.  .[ycp    yz^-yö^    }fÄFfY{ABcy 

den  Wert  Null  annimmt.  Ist  nur  einer  der  drei  ersten  Faktoren 
gleich  Null,  ist  also  z.  B. 

{BP){Cq)-{BQ){CP)  =  0, 
so  wird  die  Kurve  (3)  eine  Doppelgerade  und  zugleich  eine  doppelt 
zählende  Lösung  unseres  Problems,  während  die  zwei  weiteren 
Lösungen  getrennt  bleiben  und  nicht  singulär  sind.  Ist  aber 
{ABC)  =  0,  so  sind  alle  vier  Lösungen  in  einem  Paar  voneinander 
verschiedener  Geraden  vereinigt.  Außer  diesen  singulären  Lösungen 
gibt  es,  wie  man  unschwer  erkennt,  auch  noch  Fälle,  in  denen 
Lösungen  zusammenrücken,  aber  irreduzibel  bleiben.  Es  sollte  nur 
von  denen  die  Rede  sein,  die  sich  schon  durch  eine  einzelne  Gleichung 
bezeichnen  lassen.  Diese  ist  dann  irgend  eine  der  Gleichungen 
(AP)  =  0  ...{CQ)  =  0. 

In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  die  Gleichung  (2)  behandeln.  Sie 
liefert  uns,  im  allgemeinen,  dieselben  Kegelschnitte  nochmals,  aber 
nun  dargestellt  als  Orter  von  Geraden,  als  Kurven  zweiter  Klasse: 


(7) 


{ABC)KiUF){UQ)-{)/iAF){AQ).(BCU) 
-^iiBP){BQ).{CAU)-^\iCF)iCQ).UBU)]^r=o. 
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Man  wird  vermuten,  daß  von  den  vier  Kurven  zweiter  Ordnung 
Nr.  (3)  und  den  vier  Kurven  zweiter  Klasse  Nr.  (7)  immer  zwei  solche 
zusammengehören  (demselben  als  Ort  von  Punkten  und  Geraden  be- 
trachteten Kegelschnitt  entsprechen) ,  für  die  entsprechende  Wurzel- 
größen wie 

^{AP){ÄQ)  und  yip.yz^ 

in  allen  drei  Fällen  einander  gleich  (oder  entgegengesetzt  gleich) 
sind.  In  der  Tat  kann  das  schon  daraus  erschlossen  werden,  daß 
das  Vierseit  A,  B,  C,  U  (bei  nicht  zu  spezieller  Lage  dieser  vier  Ge- 
raden) bei  einer  Gruppe  von  4!  Kollineationen  in  Reihe  bleibt.  Bei 
anders  beschaffener  Abhängigkeit  der  genannten  2  . 3  Wurzelgrößen 
würde  sich  nämlich  eine  Vertauschung  von  Ä,  B,  C  finden  lassen, 
die  zusammengehörige  Kurven  in  nicht  zusammengehörige  über- 
führte, während  doch  die  bewirkte  Zuordnung  kollinear  ist.  Wir 
brauchen  diesen  Zusammenhang  zwischen  den  Gleichungen  (3)  und  (7) 
weiter  nicht.  Von  einer  rechnerischen  Darlegung  darüber,  die  schon 
nicht  ganz  kurz  oder  einfach  ausfallen  kann,  darf  daher  wohl  ab- 
gesehen werden. 

Es  bleibt  uns  nun  noch  eine  von  zwei  zueinander  korrelativen 
Aufgaben  zu  lösen,  wobei  die  gegebenen  Figuren  vier  Punkte  und 
eine  Gerade,  oder  vier  Geraden  und  ein  Punkt  sind.  Ich  wähle  das 
letzte  dieser  nur  formal  verschiedenen  Probleme,  da  dann  die  nahe 
liegende  Anwendung  auf  einen  vielbehandelten  Gegenstand,  nämlich 
auf  die  Theorie  der  konfokalen  sphärischen  oder  ebenen  Kegelschnitte, 
nicht  erst  einen  Wechsel  der  Bezeichnung  erfordern  wird.  Um  eben 
dieser  Anwendung  willen  soll  auch  die  Behandlung  der  vorliegenden 
besonderen  Probleme  auf  eine  etwas  breitere  Basis  gestellt  werden, 
als  unbedingt  nötig  wäre. 

Das  ebene  Vierseit  und  sein  assoziiertes  Viereck. 

Um  das  Folgende  besser  zu  übersehen,  erinnere  man  sich  einer 
sehr  bekannten  Figur  der  ebenen  projektiven  Geometrie.  Es  seien 
drei  nicht  in  gerader  Linie  gelegene  Punkte  Q^,  Q^,  Q^  und  ihre 
Verbindungsgeraden  B^,  B^,  Bz  gegeben,  und  außerdem  noch  eine 
Gerade  A^^  die  durch  keinen  der  Punkte  Q  geht.  Diese  Gerade  be- 
stimmt dann,  lediglich  durch  Konstruktion  vierter  harmonischer 
Punkte  noch  drei  weitere,  A^^  A^^  A^,  und  außerdem  vier  Punkte 
Po)  -Pi.  -P2»  -P3  (s-  Fig.  2).  Die  vier  Geraden  der  erhaltenen  Figur 
können  dann   auch   als   gegeben   angesehen  werden,   und   ebenso   die 
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vier  Punkte.  Man  hat  vor  sich  ein  ebenes  Vierseit  und  sein 
assoziiertes  Viereck,  zwei  Figuren,  deren  jede  die  andere  durch 
zwei  zueinander  korrelative  Konstruktionen  eindeutig  bestimmt  ^). 
In  allem  Folgenden  bedeutet  der  Index  k  eine  der 
Zahlen  0,  1,  2,  3;  die  Indizes  a,  ß,  y  bedeuten   die   Zahlen  1, 

2,  3   in    irgend    einer   der  zyklischen  Anordnungen   1,  2,  3;    2, 

3,  1;   3,  1,  2. 

Die  Geraden  Ba  sind  dann  die    „Diagonalen",   die  Punkte  Q^ 
die  „Diagonalpunkte"  der  ganzen  Figur. 
Fig.  2. 


Die  Geraden  J.^  und  die  Punkte  Pu  stehen  in  'der  Beziehung 
von  „Harmonikale"  und  „harmonischem  Pol"  in  bezug  auf  das 
Dreiseit  B^,  B^,  B^  oder  Dreieck  Q^,  Q.2,  Q^^). 

Diese  in  geometrischer  Kurzschrift  angedeuteten  geläufigen  Tat- 
sachen bilden  nun  einen  Ausschnitt  aus  einem  reichhaltigeren  System 
algebraischer  Abhängigkeiten,  bei  deren  Darstellung  man  die  Bezeich- 
nungen so  einrichten  kann,  daß  die  Reziprozität  zwischen  den  sieben 
Geraden  und  Punkten 
Ao,  ^1,  ^2.  ^;     B„  ßa,  Bs     und     Po,  A,  ^2,  ^3',      Qv  ^2,  Qs 


1)  Vgl.  G.  Kohn,    Sitzungsber.  d.  Wien.  Akad.  93,    2.  Abteilung,  314 
u.  349,    1886. 

2)  Es  bilden  z.  B.  Aq,  Pq  zusammen    mit   dem  Dreiseit   oder  Dreieck 


Ai,  A2,  A3,    Qi,    Q2,    Q^   die   bekannte    Figur    der    Sätze    von    C( 
Menelaos. 


und 
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zu  vollkommenem  Ausdruck  kommt:  An  Stelle  der  Geraden  und 
Punkte  treten  dann  ihnen  passend  zugeordnete  Vektoren  erster 
und  zweiter  Schicht.  Um  nicht  in  einem  schon  etwas  umfänglichen 
Formelsystem  die  Übersicht  zu  gefährden,  stelle  ich  zuerst  die  weiter- 
hin zu  entwickelnden  Definitionen  und  Lehrsätze  so  zusammen,  daß 
immer  gepaarte  Formeln  zusammenstehen.  Der  Leser  wolle  zunächst 
schnell  darüber  hinweglesen:  Was  Definition  und  was  Lehrsatz  ist, 
wird  sogleich  klar  werden. 

(8  a)  (8  b) 

2  aEo  =  -  (Ä,  Ä,Ä,)  {Äo  X),   2  Uo  =  -  (p,  p,  p,)  (Po  n 

2  i,  =  {Ä,Ä,Äo)  (A.X),  2  Ui  =  (P,  P,  Po)  (Pi  U), 
21,  =  -  (As  Äo  Ä,)  (Ä,  X),  2  Ua  =  -  (Pa  Po  A)  (^2  ü), 
2  $3  =        (^0  Ä,  Ä,)  (Äs  X).     2  Us  =        (Po  Pi  P2)  (P3  U). 

(9a)  X0  +  S1+. ^2  +  3:3  =  0. 

(9b)  Uo  +  U,  +  U2-fU3  =  0. 

(10a)  Sa  =  (BaX)  =   Xo  +  Xa   =   -  36^  -  Xy. 

(10b)  0u  =  iQa  U)  =  Uo  -f  U«  =  -  U^  -  U;,. 

(Ha)  (IIb) 

21,=  S*!  -4-  ,^2   +  A3,        2Uo=  01  +  02   +  ^3, 

2li=        S^  —  S^  —  5-3,     2  Ui  =        01  —  0,  —  03, 

21,   =    -S,-^S,-S„       2U2    =    -01  +  02-^3, 
2  9E3   =   —  Äl  —  ^2  -h  Ä'3.       2  U3   =   —  01  —  02  +  03. 

(12a)    4.(B,B,Bs)  =  {A,A^A^){A^A^A,){A^A,A^){A,A,A^\ 
(12b)    4  ($1  Q,  Q,)  =  (Pi  P,  P3)  (P2  P3  Po)  (P3  Po  Pi)  (Po  Pi  P2). 

(13a)      (JBi  B^  Ps)  •  ^a  =  (Pi P2-B3)  -{Qu  U)  =  (P,,  Py  U). 

(13b)         (^1  $2  Ö3)  •  ^«   =   (^1  §2  «3)  •  (£a  X)   =   (^^  Qy  X). 
(14)  (P„  $„)    =    !;       (PiP2P3)((2l^2§3)   =    1. 

(15) 


(16) 


(^1  A,  A,)  (Pi  P.2  P3)  =  2,     (^2  ^3  ^0)  (^^2  -P3  J^o)  = 
(A3  Ao  ^1)  (P3  n  Pi)  =  2,     (^  4i  A,)  (Po  Pi  Pa)  = 

(X  U)  =  Xo  Uo  -f  Xi  Ui  -f  1,  U,  -\-  3f3  U3 

=  (5*0)   =   ^i0i  +  ^2  02+Ä3  03   =   (Xf7). 


(17a)  1,^  -\-  Xi2  +  Sa'^  +  V  =  Si'  -\-  ^2^  +  :Sz'- 

(17b)  Uo^  +  Ui«  +  Ua^  -^  U32  =  01^  +  0a2  -f  0,2. 


76  §  7.     Weiteres  über  Kegelschnitte. 

Behufs  Ableitung  dieses  Formelsystems,  das,  wie  bemerkt, 
viel  mehr  aussagt  als  die  zuvor  in  der  Sprache  der  projektiven 
Geometrie  gemachten  Angaben,  gehen  wir  aus  von  (irgend)  vier 
Vektoren  zweiter  Schicht  Aq,  Äi,  A^^  -^3,  deren  je  drei  linear-unab- 
hängig sind.  Die  zu  führenden  Beweise  sind  so  einfach,  daß  sie  fast 
ganz  unterdrückt  werden  können.  Der  Leser  wird  in  ihnen  keinerlei 
Schwierigkeit  finden.  Was  sich  aber  nicht  von  selbst  versteht,  ist 
ihre  Verkettung,  zumal  diese  in  den  Formeln  (8)  ...  (17)  nicht  zum 
Ausdruck  kommen  konnte.  Es  sind  daher  im  nachfolgenden  die  ein- 
zelnen Fortschritte  des  Gedankens  durch  den  Druck  kenntlich  ge- 
macht. 

Definition  (8a).  Hierzu  ist  zu  bemerken,  daß  der  anscheinend 
überflüssige  Zahlenfaktor  2  besser  nicht  unterdrückt  wird.  Wollte 
man  nämlich  das  tun,  so  würde  man  entweder  keine  Symmetrie 
zwischen  den  linearen  Formen  {Au  X)  und  (P^  U)  erhalten,  oder  man 
würde  (später,  in  Nr.  15)  die  Irrationalität  |/ 2  einführen  müssen, 
deren  Gebrauch  sich  hier  vermeiden  läßt. 

Folgerung  (9a). 

Definition  (10a). 

Folgerungen  (IIa),  (12a),  (17a). 

Definition  (13a). 

Folgerungen  (14),  (13b). 

Definition  (IIb). 

Folgerungen  (9b),  (10b),  (16),  (17b). 

Die  Formeln  (Iß)  enthalten  die  Zerlegung  irgend  eines  Vektors  X 
oder  U  in  bezug  auf  das  Vektorentripel  Q^,  Q^,  Q3  oder  Bi,  B2,  B^ : 
(16a)  r/=  0i.j5i  +  02.ß2-f  03.^3. 

(16b)  x  =  Sr.Q^  +  :e:,.q,^  Ss-Qs. 

In  den  ersten  dieser  Formeln  oder  auch  schon  in  (IIa)  ist  dann 
noch  enthalten  die  entsprechende  Zerlegung  der  Vektoren  Au: 

-  (A,A,A,).Ao  =       B,^B,^  Bs, 
aia*)                    {A,AsAo).A,=       B^-B,-B^, 

—  {A^A,A,).A,  =  -B^  +  B^-B,, 
{A^A^A^).A^  =  -B,-B,  +  Bs. 

Die  analoge  Formelgruppe 

Qj^*\  {PiPzPo)'^!   -^  Ql  Q2  ^3» 

~{P^P,P,).P2  =  -Q,+  Q2-Q,, 
{P,P,P,).P,  =  -Qr-Q,^Q, 
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aber  setzt  die  noch  fehlende  Definition  der  Vektoren  Pfc  voraus. 
Diese  erbringen  wir  auf  Grund  einer  nach  Nr.  (12a)  und  (14)  nahe 
liegenden  Vermutung. 

Definition: 


(18  a) 


2.(^,^2^3)- 
2.(^2^3^0)- 


■  P.=      Q1-Q2-Q3, 

■Pb  =  -^1-^2+^3. 


ZU   (18a) 
(17)   er- 


Folgerungen:  (15),   (12b),   (8b)   und  (18b)  —   d 
korrelative  Formelgruppe.    —    (In    unserem   System   (8) 
schienen  die  Formeln  (18  a),  (18  b)   darum  nicht,   weil    sie   sich   dort 
umgekehrt  als  Folgerungen  aus  (15)  und  (11)  darstellen.) 

Hiermit  ist  das  ganze  System  der  behaupteten  Invarianteu- 
beziehungen  begründet.  Alle  erklärten  Vektoren  hängen  homogen 
ab  von  den  Vektoren  Äk,  und  zwar  sind  ihre  Gradzahlen  diese: 


(^0) 

(A) 

U2) 

(^3) 

A    •  •  .  . 

J5,     .    .    .    . 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

(usw.) 

Qa   ■  ■  •  ■ 
n, 

=; 

—  1 
0 

—1 
0 

—  1 

0 

(usw. , 

Natürlich  kann  man  nun  auch  umgekehrt  die  Vektoren  P^  als 
die  gegebenen  ansehen,  unter  Vertauschung  der  Gradzahlen  1 
und  —  1. 

Daß  im  Polarsystem  des  Kegelschnitts  ^  ^.^  =  0,  ^  0«  =  0 
die  Geraden  Au  und  die  Punkte  Fjc  einander  zugeordnet  sind,  sieht 
man  an  den  Formeln 


(19) 


(B,  Po) .  B,  -f  (B,  Po) .  B,  +  (i?3  Po) .  B,  =  |p^  ^  fl  .  Ao: 

l-f^l  -c^2  -Ts) 


Will  man  nicht  die  vier  Geraden  Ah  als  gegeben  ansehen,  sondern 
nur  eine  von  ihnen  —  A  —  und  außerdem  ein  zugehöriges  Diagonal- 
dreiseit,  so  bestimme  man  zuerst  (mit  Hilfe  der  Identität  A,  S.  24)  vier 
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Vektoren   A',  B\,  B'^,  B'3   so,   daß  Ä  =  B'j  ^  B'2 -\-  B'3  wird.     Setzt 
man  dann,  unter  der  Annahme  yo  Qi  Q2  Qs  =^  0, 

A  =  9o-(      B[-\-B-2^B'3), 
....  A  =  (>i-(      B[-B2-B'3), 

^     ^  A,  =  Q,.{-B[^B'2~B3), 

A  =  Qs .  i— B[  —  B'2 -\- B's), 
so   hat    man    damit,    auf    alle  möglichen   Arten,    vier  Vektoren   Ak 
gefunden,    die    zu    der    gegebenen    Figur    gehören.       Man    erhält 
^äf,  =  Po  .  A'  und 

Ba  =  4:.OoQi  Q,  Qs .  {B[  B2  B's) .  B'a. 

Wir  betrachten  Jetzt  das  Büschel  von  Kurven  zweiter  Klasse  i) 
denen  die  vier  Geraden  Ajc  angehören.  Die  reduzibelen  Kurven  dieses 
Büschels  sind 

(^0  Ä,  U)  {A^  A3  U)  =  0,     (A  A,  U)  (As  A,  U)  =  0, 
{AoAsU)(A,A,U)  =  0. 
Mit  ihrer  Hilfe  lassen  sich  alle  übrigen  in  der  Form 
(21)  ^  ea  {Ao  Aa  ü)  (AßAy  U)  =  0 

darstellen,  wobei  wegen  der  Identität 

{AoA,  U){A,A,  U)  +  (^^  Ü){A3A^  U) 
^     ^  -V{A,A3U){A,A,U)  =  0 

noch 

(23)  61  +  62+63  =  0 
angenommen  werden  darf.      Nun  ist 

<^^^'  -'  =  -  ,-3,TO§.zr^7)  i<«« ''  +  <«'  "'!• 

also  nach  Nr.  (10  b)  und  (12a): 

(24)  {A,A.U){AßAyU)  =  {B,B^B3).\Oß-0,\.{^ß^^,\. 

Demnach  läßt  sich  die  quadratische  Form  auf  der  linken  Seite 
von  (21)  auch  so  schreiben: 

1  ea  (A  Äa  U)  (Aß  Ay  U)  =  -  (B,  B,  B3)  .l(eß-  e,,)  Ol 

^'^''^  =  -  (5i  J?2  ^3)  •  S  (e^  -  ey)  (Uo  IL  +  U^  U;,). 

^)  Der  übliche  Kunstaasdruck  (statt  Büschel)  ist  Seh  aar.  Wozu 
zwei  Worte,  wenn  eines  genügt  ? 
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Wir  wollen  voraussetzen,  daß  die  Gleichung  (21)  eine  irreduzible 
Kurve  zweiter  Klasse  darstellt,  daß  also 

(26)  (Ci  —  es)  {e^  —  ei)  {Ci  —  e^)  ^  0 

ist.  Dann  gehört  zu  der  Form  (25)  eine  zweite,  mit  ihr  gegenüber 
Transformationen  der  Gruppe  P  invariant  verbundene,  die  an  Stelle 
der  Vektoren  zweiter  Schicht  solche  erster  Schicht  enthält  und,  gleich 
Xull  gesetzt,  denselben  Kegelschnitt  als  Ort  von  Punkten  dar- 
stellt ,  die  sogenannte  reziproke  Form  i) ,  die  wir  mit  Hilfe  unserer 
verschiedenen  Sorten  von  Koordinaten  auf  mancherlei  Art  schreiben 
können : 

^^\{eß-eyyra-2{ey-ea)ie„-eß)lßly} 
{Bi  B2B3) .  (Ca  —  eg)  (ßg  —  ßi)  (ßi  —  ßa) 
1 


I  27)  (BiB^Bs) .  (ßa  —  ßg)  (Cg  —  ß,)  (ßi  —  ßg) 

•  (-  Me2  -  «3  VXi  -  Vß, -ßi  V3ea  -  ]/e,  -  e,  i%) 
.(-  ie,-e,  VXi  +  Vßg  -  e,  }/l,  +  V^i  -  e,  ]/%) 

•  (      ]le,-es  VXi  -  Vßg-ßi  Vxi  +  \e,-e,  VXg) 

.(      \'e2-e,  VXi  +  ]  ßg-ß,  fl,  -  Vßi-ßa  VÖ.     ' 

Die  letzte,  irrationale,  Gestalt  unseres  Ausdruckes  ist  eine  unter 
vier  auf  gleiche  Art  gebildeten;  sie  ergibt  sich  aus  der  vorletzten 
und  aus  Nr.  (9a)  durch  Elimination  von  Xq. 

Nunmehr  lassen  sich  die  Kurven  unseres  Büschels 
finden,  die  durch  einen  vorgeschriebenen  Punkt  X  (oder  X 
oder  3)  gehen. 

Wir  erhalten  sie  durch  Berechnung  der  Verhältniswerte 

ßj  :  ßa  :  ßg      oder      ßa  —  ßg  :  ßg  —  ^i :  ßi  —  62 

aus   den  Gleichungen  ßj  -|-  ßg  +  ßg  =   0   und   (ßg  —  ßi)(ßi — &i)  S^ 
+  (ßi  —  ßa)  (^2  —  ßg)  S^  +  (62  —  ^3)  (^3  —  ßi)  Ä*!  ==  0 ,  also   durch 


^)  Dieser  Begriff   wird   später   erklärt    werden.     Das,    worauf   es  hi 
mkomrat,  ist  auch  ohne  solche  Erklärung  verständlich. 
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Setzen    wir    zur    Ab- 


Auflösung    einer    quadratischen    Gleichung 
kürzung  noch 

dtjX)  =  jio  ji,  yi,  vis 

(28)  _ 

~   4 
so  wird 


(29) 


1^  ^    (iAiA2Äs){A2ÄsÄo){Ä3ÄoA,){ÄoAiÄ^)\ 
4    n  .{A,X){A,X){A,X){A,X)  | 


62  —  63 

:  63 

—  ^1 

^1  - 

e. 

= 

^l' 

X0X3  +  3£r 

h  - 

2di  : 

X0X2 

+  Isli 

+ 

2  9t 

= 

X0X3 

+  3£iX2  + 

2^ 

••  ^1  • 

XoXi 

+  3^2X3 

— 

2^ 

= 

XoSEa 

+  X3X:  - 

2^ 

Xo3ei 

+   ^2^S   +    2 

m 

Äs'. 

Es  haben  sich  also  für  die  Größen  e»  =  —  j  {{ßy  —  &a)  —  ißa  —  Cii) \ 
drei  Proportionen  ergeben  statt  einer,  die  man  wohl  erwartet  haben 
würde.  Erst  alle  drei  Proportionen  zusammen  stellen  die 
erschöpfende  Lösung  unserer  Auf  gäbe  dar:  Eines  und  sogar 
zwei  dieser  Sj'steme  von  Verhältuisgrößen  können  illusorisch  werden, 
in  der  Form  0:0:0  erscheinen,  nicht  aber  alle  drei  zugleich.  Ist 
z.B.  3*1  =  0,  so  folgt,  daß  entweder  alle  Elemente  in  der  ersten 
Horizontalreihe  des  quadratischen  Schemas  (29)  oder  alle  Elemente 
der  ersten  Vertikalreihe  den  Wert  Null  haben  müssen.  Eine  der 
zwei  dann  rational  bestimmbaren  Lösungen  ist  die  zerfallende  Kurve 
(^0  A  U)  (-^2  ^5^)  =■  0 ,  während  die  andere  noch  irgend  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  des  betrachteten  Büschels  sein  kann.  Zu 
beachten  ist  noch,  daß  die  durch  (28)  und  (29)  gelieferte  Lösung 
auch  noch  in  einigen  der  durch  unsere  Voraussetzungen  ausge- 
schlossenen Grenzfälle  brauchbar  bleibt.  Man  sieht  dem  Ausdruck 
(28)  an,  wie  die  Fälle  zu  deuten  sind,  in  denen  die  zwei  Lösungen 
unserer  Aufgabe  zusammenfallen. 

Aus  (29)  ergeben  sich  noch  einige  beachtenswerte  Folgerungen. 
Wir  können  nämlich  nunmehr  noch  weitere  Wurzelgrößen  erklären 
durch  die  Proportionen 


(30) 


V^ 

-  e,  :  ^Je, 

—  ^1 

:   V^i  -  e. 

=  S,  :  VX,  n.  -  VXo  VXa  . 

V3^3  VXi  4- 

V-^0  n. 

=  Viti  yx,  4- 

VXo  VXa 

Ä2 

n.  Vxs  - 

i%iy.. 

=  f-^z  VXx  - 

VXo  if,   : 

n. 

V3^3  +  V:eo 

V3e.  :  S, 

§  7.     Weiteres  über  Kegelschnitte. 
Diese  Wurzelwerte  genügen  dann  den  Gleichungen 
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<31) 


*    -ie,-e,)l\-Me,- 

-e,n2-1e,-e,^^l,=  0, 

Me,-e,no        *        +V.,- 

-e,}j^,-}le,-e,  1%=  0, 

ie,-e,  ]ll,-)/e,-e,n. 

*         +^e,-e,n,=  0, 

ye^_,^yXo+  V^3-^iVXi- 

-^le,-e,n2        *         =  0. 

[Siehe  Nr.  (27).]  Ist  Y  ein  Punkt,  der  ebenfalls  dem  Kegel- 
schnitt ßx  •  ^2  =  ^3  angehört,  so  lassen  sich  die  entsprechenden  Wurzel- 
werte '^^k  immer  so  wählen,  daß  die  zu  (31)  oder  (30)  analogen 
•Gleichungen  zu  denselben  Verhältniszahlen  l/e^,  —  e^  führen.  Damit 
erhält  man  das  weitere  Gleichungssystem: 


(32) 


Zuerst  nämlich   kommt  man  zu   den  drei  letzten  Gleichungen  unter 


V^eo  v^  +  yx;  vix  +  Vx^  m 

+  V^s  i%  =  0, 

Vxo  if:  -  H\  v?)o  +  ii,  v^ 

-  Va^a  i%  =  0, 

v%  vs  -  vx,  Vi;  +  vxs  n. 

-  Vx,  VS  =  0, 

y3:"o  yl%  -  Vxs  iW.  +  n.  ti\ 

-  V^e;  V?):  =  0. 

(32)  durch  Elimination  der  Größen  ye^, —  Cv  aus  den  zweierlei  Glei- 
chungen (31);   eine  weitere  Folge  ist  dann  die  erste  Gleichung  (32). 

Die  nunmehr  gefundenen  Gleichungen  (32)  liefern  als  besondere 
Fälle  auf  vier  verschiedene  Arten  die  Gleichungen  (31),  oder  doch 
(unmittelbar)  solche,  die  deren  Struktur  haben  :  Man  lasse  den  Punkt  1 
auf  irgend  eine  der  Geraden  Ak  rücken.  Wählt  man  z.  B.  die  Gerade 
^4.05  so  erhält  man  aus  (30)  für  die  Verhältnisgrößen  V?)!  :  y^^  '■  V?)3 
die  Werte  "^e^  —  gg  :  ^e^  —  e^  :  ^e^  —  e^,  während  y^  =  0  ist. 

Gehören  die  Punkte  9E,  ?)  demselben  Kegelschnitt  des 
Büschels  (21)  an,  so  hat  der  Schnittpunkt  ihrer  Tangenten 
(sofern    er    bestimmt    ist)    die    überzähligen   Koordinaten 


(33) 


i^ic  ii)k 


(/.■ 


0,  1,  2,  3). 


Hält  man  nämlich  etwa  den  Punkt  ''?)  fest,  während  .^  variiert, 
so  entsteht  aus  (31)  durch  die  Substitution  VXfc  =  3^  '•  Vt)'«  ^i^ 
System  von  linearen  Gleichungen  für  die  Größe  3fcr  und  diese  Glei- 
chungen, unter  denen  zwei  linear  unabhängige  sind,  ziehen  nach  sich 
die  Gleichung  v  ^^.  =  o  (Nr.  32).     Der  Ort  der  Punkte  3  ist  also, 

Stud y  ,  Invarianten.  c 
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sofern  er  überhaupt  bestimmt  ist.  eine  Gerade.  Diese  ist  Tangente 
des  betrachteten  Kegelschnittes,  und  zwar  Tangente  im  Punkte  -?), 
weil  die  Substitution  der  Werte  3^  =  VX;.  V?);.  (A  =  1,  2,  3)  in 
den  Ausdruck  (27)    ihn   nur  dann  zum  Verschwinden  bringt,  wenn 

\%  ■■  VX2  :  ns  =  MWi  :  V^  :  VIS  ist- 

Interesse  hat  wohl,  daß  man  das  Gleichungssystem  (32)  oder 
ein  von  ihm  nur  ganz  unwesentlich  verschiedenes  auch  von  der 
Gleichung  (2)  aus  gewinnen  kann.  Nach  dieser  und  der  Definition 
(8  a)  der  Größen  Xt  hat  man  nämlich,  wenn  (vorübergehend) 

J-fc  =  VXfc,  i)k  =  VS      ik  =  0,  1,  2,  3) 
gesetzt  wird, 

i:l  +    fl  +    i-f  +     xl  =0, 

(34)  j-o  t)o  +    J-i  t)i    +  j-2 1)2  +    h  93  =  0  , 

fo  +       t)?  +       t)|  +       1)1  =  0. 
Es  ist  dann  eine  aus  der  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
geläufige,  leicht  aus  den  Gleichungen  (34)  abzuleitende  Tatsache,  daß 
außer   diesen  Gleichungen   noch   das  eine  oder  das  andere  von  zwei 
Gleichungstripeln 

(jo  9«  —  ^u  9o)  +  iU  9/  —  i>  9i*)  =  0 
bestehen  muß.    Da  beide  Systeme  durch  einen  Vorzeichenwechsel  von 
jo  und  r)o  ineinander  übergehen  und  wir  diese  Wurzelwerte  in  unserer 
Gewalt  haben,  so  können  wir  uns  für  die  Geltung  des  oberen  Zeichens 
entscheiden.      Wir  erhalten  dann  eben  die  Gleichungen  (32). 

Nimmt  man  noch  einen  dritten  Punkt  Z  oder  3  desselben  Kegel- 
schnittes 61:62 '63  hinzu,  so  liefern  die  Gleichungen  (31)  auch  noch 
den  durch  die  Formel  (1)  ausgedrückten  Lehrsatz:  Die  Matrix 

/i^o  ]/fi  W2  i% 

S'S  V3i  V32  VBa^ 
hat  höchstens  (und  in  der  Regel)  den  Rang  2. 

Anhang:  Einfuhrung  elliptischer  Funktionen. 

Die  zuletzt  vorgeführten  algebraischen  Formeln  haben  einen  sehr 
einfachen  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  der 
zwar  dem  Grundgedanken  nach  längst  bekannt  ist,  in  seiner  feineren  Aus- 
gestaltung aber  meines  Wissens  nicht,  und  hier  jedenfalls  in  neuem  Lichte 
erscheint.  Wenn  es  nun  auch  der  Zweck  der  vorliegenden  Schrift  ver- 
bietet, auf  solche  Dinge  ausführlich  einzugehen,  so  wird  man  es  doch  wohl 
für   erlaubt  halten,   daß  anhangsweise  zur  Sprache  gebracht  wird,    worauf 
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der  erwähnte  Zusammenhang  beruht ,  schon  darum ,  weil  dadurch  die  an- 
gestellte algebraische  Untersuchung  erheblich  an  Interesse  gewinnen  muß. 
Ich  muß  hier  voraussetzen,  daß  dem  Leser  wenigstens  in  den  Grund- 
zügen die  Gestaltung  geläufig  ist,  die  Weierstrass  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  verliehen  hat,  und  für  die  chai-akteristisch  ist  die  zen- 
trale Stellung  der  Funktionen  p  u,  (p' u  und  <s  u'^).  Ich  bediene  mich  der 
üblichen  Bezeichnungen,  ersetze  jedoch  die  Funktionen  (§  et,  (©^  ii,  (§2"-  ^3" 
durch  Funktionen  ©q  "  •  •  •   ®3  ^'  ^'^  wie  folgt  erklärt  sind  2) : 


(35) 

Hiernach  wird 
(36)  @a  = 


00  «*  =  V«2  —  ^z  V^a  —  «1    V^i  —  «2  •  <?  M, 

i 4  

0^ u  =  y e^  —  f'z-  (9 1  u,      ©2 w  =  V^s  —  ^1  •  (£>2U, 
i 

03  M  =  yCi  —  ^2  •  (9  3  M. 


0«  (0)  =  Meß  -  e,„     0'  (0)  =  ©1 .  02.  03 


(37) 


Die  Argumente  solcher  ©-Funktionen  werde  ich  hier  —  entsprechend 
den  Bezeichnungen  X,  H,  Z  und  3  ,  '^,  H  —  durch  Zeichen  |,  ?/  darstellen. 
Es  bestehen  dann  unter  anderem  die  Gleichungen 

&n&ln  +  &n®ln  +  &nmy]  +  0I|0|>?  =  0, 

@n@u-  ®n®in  +  0ii0i »?  -  ®n&u  =  o, 

0o^^0|7?-0||0|tj  +  0||0?r/-0?|03^)?  =  0, 

Vergleichen  wir  nun  diese  Formeln  mit  den  unter  (32)  angegebenen, 
und  bedenken  wir,  wie  in  diesen  die  Größen  V^C^  vom  Vektor  ü  ab- 
hängen ,  daß  sie  also  proportional  geändert  werden  können ,  so  bieten  sich 
uns  die  Substitutionen 

(38) 


yxfe  =  0ii,  fj), 


@iri 


dar,  die  nach  (33)  die  Erklärung  weiterer  Wurzelgrößen  durch  die  Formel 
(39) 


Väfe  =0^10^^ 


nahelegen.     Man  berechnet  dann  ohne  weiteres 


(40) 


^„  =  05.0„(2|),     if„  =  0^0„(2^^), 


^)  Siehe  J.  Tannery  et  J.  Molk,  Elements  de  la  theorie  des  fonc- 
tions  elliptiques.  1893—1902  (I,  1893;  II,  1898).  K.  Fricke,  Die  ellip- 
tischen Funktionen  und  ihre  Anwendungen.  I,  1916;  II,  1922.  (Band  III, 
der  die  Anwendungen  enthalten  soll,  ist  noch  nicht  erschienen.) 

2)  Näheres  darüber  findet  man  in  des  Verfassers  Trigonometrie, 
S.  188  u.  f.,  1893  und  im  American  Journal  of  Mathematics  16,    156,  1894. 
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Die  letzte  dieser  Formeln ,  die  die  vorhergehenden  umfaßt ,  erweist 
sich  dann  noch  als  eine  unter  vier  (viermal  drei)  in  gewissem  Sinne  gleich- 
berechtigten : 


(41) 


VXo  i%  -  füg  iWa  =  -  MUß  i%'   +    VX.   V?)/* 

V^ß  tdy  +  VXo  )l%  =        V^V  il)ß  +  VX«  V?)o 


iey  —  eu 


Zy 


— •  Z^ 

ye;.  —  Ca 


Die  zweite  dieser  Formeln  enthält  zugleich  die  Erklärung  einer  bisher 
noch  nicht  vorgekommenen  Wurzelgröße;  alle  vier  sind,  soweit  sie  alge- 
braisch erklärte  Größen  verbinden,  Folgen  der  Gleichungen  (10a),  (31), 
(32),  (33). 

Aus  der  zweiten  Formel  und  aus  Nr.  (40)  folgt  dann  noch,  daß  man 
eine  Wurzelgröße  Zq,  die  mit  der  Größe  Z^  durch  die  Gleichung 


(42) 


ZI 


ZI 


-f 


-  62—63        63  —  61        ßi  —  63 

verbunden  ist,  wie  folgt  eindeutig  erklären  kann : 


(43) 


Äo  =  0,     H^  =  0. 


Es  folgt,  wenn  i„ 
(44) 

Verwandten  Inhaltes  mit  (43)  sind  die  Erklärungen 


(45) 

Endlich  ergibt  sich  noch 


2V^)  =  0,0203-®o(2|), 
2V9?(r)  =  0102  03.00(2  7?). 


(46) 


V3/*  \'3, 


V3o  V3«  =  ®ß®y'  ®y  (I  +  n)  ®?  i^-v). 
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worin,  wie  schon  in  Nr.  (41),  die  entsprechend  gebildeten  Ausdrücke  ent- 
halten sind,  in  denen  X  oder  ?)  an  Stelle  von  3  tritt.    Außerdem  folgt  noch 

(47)  ÄßÄy-Z<^^a  =  Z^Zy, 

was  wieder  eine  auch  durch  algebraische  Rechnung  leicht  abzuleitende 
Identität  ist  ^). 

Die  entwickelten  Formeln  enthalten  eine  Darstellung  der  Verhältnis- 
koordinaten  Z^  oder  3^  eines  Punktes  Z  der  Ebene  durch  eindeutige 
transzendente ,  nämlich  elliptische,  Funktionen  zweier  Parameter  ^,  r)  oder 
zweier  Parameter 

(48)  x  =  ^  +  ri.     y  =  ^-ri, 

die  mithin  ebenfalls  als  eine  Art  von  Punktkoordinaten  gelten  können. 
Ausgezeichnet  ist  dabei  ein  bestimmter  übrigens  ganz  beliebiger  irreduzibler 
Kegelschnitt  unseres  Büschels,  den  wir  dessen  Hauptkegelschnitt  nennen 
wollen ,  eben  der ,  dessen  Gleichung  wir  in  verschiedenen  Formen  zuvor 
aufgestellt  hatten  [Nr.  (21),  (25),  (27)].  Setzt  man  in  Nr.  (39)  und  Nr.  (40) 
^  =z  rj,  so  erhält  man  die  Punkte  dieses  Kegelschnittes,  deren  einer  mit  ^ 
und  einer  mit  r]  bezeichnet  worden  ist.  Der  Punkt  Z  oder  3  ist  dann, 
wie  gesagt,  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  des  Hauptkegel- 
schnittes in  den  Punkten  S ,  if  oder  X,  ^,  denen  die  Parameter  g 
und  7]  zugehören.  Läßt  man  also  in  unseren  Formeln  den  Parameter  ^ 
oder  1]  variieren,  während  man  den  Parameter  rj  oder  §  festhält,  so  gelangt 
man  immer  zu  den  Punkten  einer  Geraden,  die  dem  Hauptkegelschnitt  (als 
Tangente)  angehört.  Unter  diesen  Tangenten  befinden  sich  dann  die  vier 
Basislinien  Aj^  unseres  Büschels,  entsprechend  Parameterwerten,  die  modd. 
(2  CJ^,  2  «2.  2  CJ3)  kongruent  sind  zu  0,  c^j,  CJ2.  '^'-'3.  dem  vollständigen  System 
der  halben  Perioden ,  zu  dem  als  imprimitive  halbe  Periode  die  Null 
zu  rechnen  ist.  Im  Koordinatensystem  Z,  4>  oder  X,  U  erhalten  dann  nach 
Nr.  (11)  die  Geraden  Äy^  sehr  einfach  gebildete  Koordinaten.  Nutzt  man 
die  Willkür ,  die  man  in  der  Wahl  der  zugehörigen  Vektoren  hat ,  in 
zweckmäßiger  Weise  aus,  setzt  man  nämlich 


(49) 


so   fallen   die  X  -  Koordinaten  mit  den  £"- Koordinaten  zusammen,    es  wird 
^a  =  'S"«,  kürzer 

(50) 


}]2.{A,X)  = 

X1+X2  +  X3, 

i2.{A,X)  = 

Xi  —  Z2  —  X3, 

i2.{A,X)  =  - 

-x,  +  x,-x,, 

]ß.{Az^)  =  - 

-x,-x,^x„ 

x  =  :e;. 


^)  Die  aufgezählten  Formeln  bilden  ein  in  gewissem  Sinne  vollständiges 
System.     Eine  Erweiterung  davon  würde  sich  ergeben,  wenn  wir  auch  noch 

4 4 

die  Wurzelgrößen  y^,  y^^  einführen  wollten,    die  im  Texte  nur  zu  Pro- 
dukten y^k  verbunden  vorkommen. 
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Ersetzt  man  die  Parameter  §,  r]  durch  die  Parameter  x,  y  [Nr.  (48)], 
schreibt  man  also  die  Gleichungen  (38)  bis  (40)  so : 


(51)  yx.  =  0i^,    i%  =  ®i 

(52)  y3^^0,^0,^-^ 


(53) 


Sa   =    ®l.&a{x^y),       Ha   =    &L&aix->/), 
Zu   =   ®l.@aX&ay, 


und  läßt  man  dann  x  oder  y  variieren,  so  wird  der  Ort  der  Punkte  Z  oder 
^  ein  Kegelschnitt  unseres  Büschels,   dessen  Gleichung  im  ersten  Falle  ist 

nrl  7^  7i 

^^^'^^  ®l7®ly  ^  WrWy  "^  &fMy  ^  ^' 

und  im  zweiten 

^   '"^^        ®l.@ix  ^  &i.@ix  ^  @i.&ix  ~^- 

Sind  X  und  y  weder  einer  primitiven  halben  Periode  kongruent,  noch 
kongruent  zur  Null,  noch  auch  zueinander  kongruent,  so  haben  wir  in  (54) 
die  Punktgleichungen  von  zwei  irreduzibelen  Kegelschnitten  unseres  Büschels 
vor  uns,  die  voneinander  und  vom  Hauptkegelschnitt  verschieden  sind.  Der 
durch  (53)  und  (52)  gegebene  Punkt  Z  oder  3  ist  dann  einer  der  vier 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Kurven ,  und  die  zugehörigen  Punkte  S  oder 
X  und  H  oder  ^  sind  dann  die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten, 
die  vom  Punkte  Z  an  den  Hauptkegelschnitt  gehen.  Die  genannten  vier 
Punkte  werden  also  hier  einzeln  dargestellt;  aus  irgend  einem  von  ihnen 
ergeben  sich  die  drei  übrigen  durch  Addition  einer  der  Perioden  2  Ci^,  2  d^, 
2  6)3  zu  X  und  y,  oder  durch  Vorzeichenwechsel  von  zweien  der  Z-Koordi- 
naten ,  oder  endlich  durch  je  eine  der  drei  Doppelvertauschungen  der 
Größen  3o>  3i.  32>  Ss-  Die  Tangente  im  Punkte  x  an  den  Kegelschnitt 
{y)  hat  Koordinaten  'l\  die  man  mit  den  Größen 

identifizieren  kann;  und  ebenso  hat  die  Tangente  im  Punkte  y  an  den 
Kegelschnitt  (a;)  die  Koordinaten 

^  _®ay 

@a  X  ' 

Beide  sind  (wie  bekannt)  konjugiert  in  bezug  auf  alle  Kegelschnitte  unseres 
Büschels ;  es  wird  für  ein  beliebiges  .:' 

(56)  ^@a.@lz.  ^a  Su   =   0, 

die  beiden  Kegelschnitte  (54)  schneiden  sich  also  rechtwinklig  in  bezug  auf 
jede  Nicht-Euklidische  oder  Euklidische  Maßbestimmung,  die  man  auf  einen 
irreduziblen  oder  zerfallenden  Kegelschnitt  unseres  Büschels  von  Kurven 
zweiter  Klasse  gründen  kann. 


(55,  a;) 
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Erinnern  wir  uns  nun,  daß  Quotienten  aus  ^-  oder  ©-Funktionen 
zur  Erklärung  gewisser  (als  Gesamtheit  zu  den  verdoppelten  Perioden 
4  cOi,  4  (0^1  4  cog  gehöriger)  Wurzelgrößen  dienen, 

(QU  '       ^     &U^ 


U    ßy      =      ~^\/      =      y^ßiVy- 


so  ergibt  sich  der  Zusammenhang  unserer  Formeln  mit  den  sogenannten 
elliptischen  Koordinaten  (Punktkoordinaten).  Wir  haben  dazu  nur 
neue  Veränderliche  einzuführen, 

(57)  px  =  il,      py  =  v,      pz  =  l. 

Die  Gleichung  irgend  eines  Kegelschnittes  unseres  Büschels  wird  dann 
(in  nunmehr  mit   W  zu  bezeichnenden  '^-Koordinaten) 


(58)  :i:  (A  -  ea)  {eß  —  e.)  W~  =  0 


und  in  den  dazu  korrelativen  Punktkoordinaten 
(59) 


^^  rA  —  «„)  (p.^  — «..) 


(A  —  ea)  (eß  —  ey) 


Den  Werten  Ä  =  e^,  e^,  e^  und  dem  uneigentlichen  Werte  X  z=  <x> 
entsprechen  dann  die  drei  zerfallenden  Kegelschnitte  unseres  Büschels  und 
der  Hauptkegelschnitt.  Durch  ein  Paar  kontragredienter  linearer  Trans- 
formationen 

Za 


=  0, 


(60)  y.^  -e,^a=  ^«,      ^=^^=  =  Za 

\eß  —  ey 

erhält  man  endlich  die  Darstellung  des  betrachteten  Kegelschnittbüschels  in 
üblicher  Form,  wobei  zu  bedenken  ist,  daß  unsere  Annahme  «j  -|-  eg  -|-  Cg  =  0 
nicht  eine  Spezialisierung,  sondern  eine  Präzisierung  des  herkömmlichen 
Verfahrens  bedeutet. 

Stellen  wir  noch  zwei  Gleichungen  vom  Typus  (59)  zusammen,  nämlich 

,,.  jx  '^   Zg  -Vr-^    Zg 

-^{fi  —  eg)  {eß  —  ey)~    '     ^  {v  —  e«)  {e^  —  ey) 
so  werdei:i  beide  zugleich  erfüllt  durch  die  Annahme 

_Vft  -egjv-e^  _    ^  1  .^  .  ®ax@gy 
(62)  Zg  -(,^_,^)(,^-_T^)  -@l.®;     &x&y    ' 

und  das  ist ,  da  es  hier  auf  einen  Proportionalitätsfaktor  nicht  ankommt, 
im  wesentlichen  wieder  die  Formel  Nr.  (53). 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (51)  erhalten  wir  schließlich  eine  Parameter- 
darstellung der  Krümmungslinien  auf  einer  „Mittelpunktsfläche"  zweiter 
Ordnung,  und  ebenso,  wenn  wir  neben  Z^  oder  i  Z(^  an  Stelle  der  Koordi- 
naten Z^  die  Größen  Z^  als  Koordinaten  einführen,  eine  Parameter- 
darstellung eines  Büschels  „konfokaler  sphärischer  Kegelschnitte",  gelegen 
auf  der  „Einheitskugel " 

(<>o)  z^-^zi  +  zi  =  iiz,y\ 
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Schließlich  sei  noch  auf  die  Kette  algebraischer  Abhängigkeiten  kurz 
hingewiesen,  die  sich  aus  einer  Zusammenstellung  der  Transformationen- 
folge 


x'  +  ?/' 


9 


(=1).  ^"  =  "7^'(=f)' 


^  ~     2     '  ^  2    ' 

a;  =  aj'  +  1/' ,  y    =  x'  —  y' 

x,  =  X  -\-y  {=  2x'),      y,  =  x  —y  {=  2y') 

mit  den  entsprechenden  Funktionen 

...  Zi  =  @ux'0T,y',     Zj,  =  ®kX@uy,     Z,^  =  @kx,&^y„  ... 

ergibt. 

Hiermit  wollen  wir  uns  genügen  lassen:  Von  einer  Ausnutzung  des 
entwickelten  Apparates  zur  Ableitung  geometrischer  Lehrsätze  über  Büschel 
von  Kegelschnitten  (insbesondere  konfokaler  und  „konzyklischer"  sphärischer 
Kegelschnitte)  kann  hier  nicht  die  Kede  sein  ^).  Wer  sich  darum  bemühen 
will,  das  Vorgetragene  mit  den  ja  in  großer  Zahl  bekannten  (sonst  zum 
Teil  mit  wesentlich  verschiedenen  Mitteln  abgeleiteten)  Tatsachen  in 
Verbindung  zu  bringen,  wird  finden,  daß  eben  dieser  Apparat  sich  vor- 
züglich dazu  eignet,  die  tatsächlich  vorhandenen  Symmetrieeigenschaften 
der  genannten  Figuren  zum  Ausdruck  zu  bringen.  In  den  im  Zusammen- 
hang mit  elliptischen  Koordinaten  oder  mit  Hilfe  der  sogenannten  synthe- 
tischen Methode  ^)  [gewöhnlich  allein  betrachteten  reellen  Kegelschnitt- 
büscheln sind  diese  Symmetrien  zum  Teil  verdeckt;  aber  auch  ihren 
Besonderheiten  wird  sich  unschwer  Rechnung  tragen  lassen.  Schließlich 
aber  dürfte  der  Zusammenhang  des  algebraischen  Stoffes  mit  einem  nicht 
unwichtigen  Kapitel  der  Funktionentheorie  auch  wohl  an  sich  schon  so  viel 
Interesse  haben,  daß  der  unternommene  Vei'such,  ihn  zu  einem  möglichst 
vollkommenen  Ausdruck  zu  bringen,  keiner  weiteren  Rechtfertigung  bedarf. 

Ich  wende  mich  zum  Schluß  noch  einmal  zurück  zu  den  Aufgaben 
der  ebenen  projektiven  Geometrie,  von  denen  wir  im  vorliegenden  Abschnitt 
ausgegangen  sind.  Es  dürfte  nämlich  nützlich  sein,  sich  vor  Augen  zu 
stellen,  um  wie  vieles  schwieriger  die  entsprechenden  Probleme  schon  in 
einer  Dimension  mehr  sind. 

Die  Zahl  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse,  die  durch  m  Punkte 
und    9  —  m   Ebenen    in    nicht    zu    spezieller   Lage    bestimmt    sind,    haben 


^)  In  einer  leider  ungedruckt  gebliebenen  Dissertation  (von  der  die 
Bibliotheken  zu  Bonn  und  Berlin  Abschriften  besitzen)  hat  Frl.  Ella 
Pönsgen  die  elliptischen  Funktionen  zum  Studium  der  Evolutenfläche 
einer  Mittelpunktsfläche  zweiten  Grades  verwertet 

2)  Siehe  Reye,  Geometrie  der  Lage  5.  Aufl.  1,  166,  204,  241, 
248   u.ff.;    1909. 
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H.  G.  Zeuthen  und  Schubert,  nach  den  Methoden  der  abzählenden  Geo- 
metrie, entsprechend  den  Werten 

m  =  9,  8,  7,  6,  5,  4,  3,  2,  1,  0 
gleich  1,  3,  9,  17,  21,  21,  17,  9,  3,  1 
gefunden^).  Nun  sind  allerdings  die  von  den  genannten  Autoren  geführten 
Beweise  nicht  einwandfi-ei,  doch  können,  soviel  ich  sehe,  die  angeführten 
Zahlen  als  zuverlässig  gelten.  Diese  lassen  aber  keinen  Zweifel,  daß  in 
mehreren  Fällen  die  wirkliche  Bestimmung  der  bezeichneten  Flächen  die 
Kräfte  der  heutigen  Algebra  bei  weitem  übersteigt.  Und  selbst  im  aller- 
einfachsten  Falle  m  =  9  oder  m  =  0  scheint  eine  ganz  befriedigende 
Form  der  Lösung  noch  nicht  gefunden  zu  sein:  Eine  zehnreihige  Deter- 
minante, der  man  ihre  Invarianteneigenschaft  nicht  ansieht,  kann  kaum 
als  solche  gelten.  Auch  ist  mir  unter  den  von  Geometern  angegebenen 
Konstruktionen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  neun  Punkte  keine 
bekannt  geworden,  mit  deren  Hilfe  man  die  Bedingung  für  zehn  Punkte 
0  ...  9  auf  einer  solchen  Fläche  reinlich,  d.  h.  ohne  fremde  Faktoren, 
darstellen  könnte  —  wie  es  doch  bei  der  entsprechenden  Konstruktion  eines 
Kegelschnittes  in  der  Ebene  zutrifft.  Auch  ist  das  Analogon  zu  unserem 
Ausdruck 

(1  3  5)  (6  1  2)  (2  3  4)   (4  5  6)  —  (2  4  6)  (1  2  3)  (3  4  5)  (5  6  1) 
(S.  66,  Nr.  7),  das  sich  vielleicht  aus  nur  vier  Produkten  von  je  fünf  Deter- 
minanten zusammensetzen  mag,  noch  nicht  bekannt,  so   wenig  als  das  hier 
in  Betracht  kommende  Analogon  zum  Pascal  sehen  Satz. 
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Xachdem  nunmehr  die  Formelsprache,  deren  wir  uns  weiterhin 
bedienen  werden,  durch  einige  allerdings  sehr  einfache  Anwendungen 
erläutert  worden  ist,  soll  fortgefahren  werden  in  der  allgemeinen 
Theorie.  Ich  knüpfe  zunächst  an  die  in  §  1  und  2  ausgeführte 
Untei'suchung  an. 

Es  muß  ohne  weiteres  einleuchten,  daß  ein  Teil  der  dort  an- 
gestellten Betrachtung,  ja  das  Wesentliche  davon,  gar  nicht  davon 
abhängen  kann,  ob  man  gerade  lineare  Transformationen  untersucht, 
die  die  Quadratsumme 

reproduzieren.  Führen  wir  nämhch  an  Stelle  der  Koordinaten 
Xy,  ...,  Xn  usw.  durch  eine  lineare  Substitution  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  irgendwelche  andere  Systeme  von  n  Zahlen  ein. 


^)  H.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  1879,  S,  105; 
H.  G.  Zeuthen,  Lehrbuch  der  abzählenden  Methoden  der  Geometrie, 
S.  352,  1914. 
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so  wird  an  Stelle  der  Quadratsumme  jede  beliebige  nicht  singulare 
quadratische  Form  treten  können,  nämlich  irgend  eine  solche,  deren 
Diskriminante  (Koeffizientendeterminante)  von  Null  verschieden  ist. 
An  Stelle  der  Gruppe  y,  rj  tritt  dann  eine  Gruj^pe  von  Transforma- 
tionen der  neuen  Veränderlichen,  von  denen  die  neue  quadratische 
Form  reproduziert  wird.  Die  Ausdrücke  {X  !  Y),  (X^ . . .  Xn)  ändern 
dann  ihre  Form,  sie  behalten  aber  ihre  Zahlenwerte,  und  in  der  neuen 
Gestalt  werden  sie  Invarianten  der  neuen  Gruppe  sein.  Was  wir 
bisher  ausgeführt  hatten,  ist  also  ein  Spezialfall  einer  umfassenderen 
Theorie. 

Mit  dieser  Einsicht  sehen  wir  uns  nun  vor  eine  Reihe  weiterer 
Fragen  gestellt.  Wird  sich  nicht  auch  diese  Erweiterung  unserer 
Überlegungen  so  darstellen  lassen,  daß  die  formelle  Einfachheit,  die 
dem  Bisherigen  doch  gewiß  innewohnt,  erhalten  bleibt?  Wird  es 
sich  also  nicht  empfehlen,  auch  in  der  erweiterten  Theorie  an  Stelle 
des  Rechnens  mit  einzelnen  Koordinaten  ein  systematisches  Rechnen 
mit  deren  doch  allein  interessanten  Funktionen,  ihren  Invarianten 
zu  setzen?  Dabei  wird  zu  bedenken  sein,  daß  eine  quadratische 
Form,  von  der  man  von  vornherein  eine  Darstellung  durch  eine 
Quadratsumme  kennt,  eben  dadurch  schon  spezialisiert  ist,  wenn  auch 
nur  in  arithmetischem  Sinne:  Die  Herstellung  der  Quadratsumme 
verlangt  ja  in  der  Regel  irrationale  Operationen,  die  man  nicht  ohne 
Not  als  schon  vollzogen  wird  annehmen  wollen.  Und  schließlich  wird 
auch  die  Frage  zu  stellen  sein,  in  welchem  Verhältnis  denn  die  In- 
variantentheorie einer  solchen  Gruppe  y,  7]  —  die  nun  zu  irgend 
einer  nicht  singulären  quadratischen  Form  gehören  mag  —  zur  In- 
variantentheorie der  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  steht, 
die  sich  ja  längst  einer  viel  höheren  Entwicklung  rühmen  darf,  als 
das  Rechnen  mit  Vektoren  und  orthogonalen  Invarianten  von  solchen. 

Einen  Schritt  in  der  zuletzt  bezeichneten  Richtung  haben  wir 
in  §  5  schon  getan,  wo  die  Gruppe  i""  der  linearen  Transformationen 
von  der  Determinante  Eins  eingeführt  worden  war.  Wir  wiederholen 
jetzt  das  dort  Gesagte,  indem  wir  nun  den  Stufenwert  n  =  3  durch 
eine  beliebige  Stufenzahl  ersetzen,  und  nun  auch  unser  Hauptaugen- 
merk auf  die  F  umfassende  Gruppe  G  aller  linearen  Transforma- 
tionen richten,  deren  allgemeine  Transformation  von  n^  lediglich  durch 
eine  Ungleichung  beschränkten  komplexen  Parametern  abhängt. 

Wir  unterscheiden  jetzt  von  vornherein  zweierlei  Vektoren, 
Vektoren  erster  Schicht,  die,  je  nach  Umständen,  durch  Zeichen 
X,  Y,  Z,  ...  oder  P,  Q,  E,  ...  dargestellt  werden  sollen,  und  Vek- 
toren   zweiter    Schicht,    denen   wir  Zeichen    U,    V,    W,  . . .   oder 
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A,  B,  G,  ...  zuordnen  (S.  Soff.).  Die  Gleichheit  der  Koordinaten  eines 
Vektors  X  und  eines  Vektors  U,  ihr  Übereinanderliegen  oder 
Sich-Überdecken,  wird  in  dem,  was  folgt,  als  ein  ganz  neben- 
sächlicher Umstand  zu  gelten  haben. 

Wir  unterwerfen  nun  z.  B.  die  Vektoren  erster  Schicht  einer 
linearen  Transformation,  deren  Determinante  also  nach  Voraus- 
setzung von  Null  verschieden  ist.  Diese  Transformation,  in  der 
wir  den  Vektoren  erster  Schicht  X,  Y,  ...  wieder  solche  X,  1',  ... 
wollen  entsprechen  lassen  (X  — >  X,  Y  — >  Y,  . . .),  schreiben  wir  so: 


(1,1) 


Xi  Cx,  -h  •••  -f  Xn  Cnk  =  Xkik=l  ...n). 


Wir  bemerken  nun,  daß  durch  diese  Transformation  eine  zweite 
lineare  Transformation,  nämlich  eine  solche  hervorgerufen  (oder 
„bewirkt,"  oder  „induziert")  wird,  die  den  Vektoren  der  zweiten 
Schicht  U,  V,  ...  andere  U,V,...  zuordnet  (J^ —^  U,  V  —^  V- •  ■). 

Dies  ergibt  sich  aus  der  Forderung,  daß  als  Folge  der  Ab- 
hängigkeit (1,  I)  die  Gleichung 

iUX)  =  iUX) 
eine  Identität  werden  soll,  daß  also,  zufolge  der  gegebenen  Zuordnung 
und  der  zu  suchenden,  der  bilineare  Ausdruck  (U X)  =  2J  Ui  X,  eine 
Invariante  (der  beiden  zusammengehörigen  Transformationen)  werden 
soll.  Ohne  weiteres  erhalten  wir  dann  den  Zusammenhang  zwischen 
den  zweierlei  Vektoren  U  und  U  zweiter  Schicht  in  Gestalt  der  Glei- 
chungen 
(2, 11) 


Gi,U^^-'--^CinUn  {i=  l...n). 


Zu  den  Systemen  (1,1)  und  (2,  II)  linearer  Gleichungen  gehören 
als  ihre  Auflösungen: 


(2,1) 
und 
(1,  11) 


Z)nXi-f---  +  D/.X„  (i  =  l 


n) 


CT^Difc  -f  . . .  +  IT„  Dnk  =U,:{Jc=l...  n), 


wobei,  wenn  |  C\  die  gemeinsame  Determinante  der  Gleichungen  (1,  I) 
und  (2,  II)  und  ebenso  |  D  \  die  gemeinsame  Determinante  der  Glei- 
chungen (2,  I)  und  (1,  II)  bezeichnet, 


A.  =  |c|-..«l'^l 


und 


\C\.\D\=1 
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ist.  Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  stellen  dann  zwei  Paare  (I,  11)  so- 
genannter kontragredienter  Transformationen  dar,  in  der  An- 
ordnung (I),  (11)  aber  haben  wir  dieselben  vier  Zuordnungen  noch- 
mals  als  Paare   reziproker  Transformationen  (1,  2)  vor  uns. 

Lassen  wir  etwa  die  Formeln  (1,  I)  und  (1,  11)  —  und  dann 
auch  die  Formeln  (2,  I)  und  (2,  II)  —  mit  denselben  Koeffizienten 
Ci]c  =  Dik  ausgestattet  sein,  so  werden  die  dargestellten  Trans- 
formationen zufolge  des  identischen  Bestehens  der  Gleichung  {ü X) 
^  {U  X)  orthogonal.  Nur  orthogonale  lineare  Transforma- 
tionen fallen  demnach  mit  den  zu  ihnen  kontragredienten 
Transformationen  zusammen;  nur  bei  orthogonalen  Trans- 
formationen also  bleibt  ein  „Sich-Decken"  zweier  Vektoren 
erster  und  zweiter  Schicht,  d.  h.  das  Bestehen  einer  Glei- 
chung der  Form 

X=  U 
immer  ungestört. 

Nur  im  Falle  orthogonaler  Transformationen  ist  also 

(3)  I)ik=  Ciic    i^,^=  1,2,  ...,n). 

Hieraus  folgt  weiter: 

Die  bilinearen  Ausdrücke  {X\  Y)  und  (U  F),  die  aus  je 
zwei  Vektoren  derselben  Schicht  abgeleitet  sind,  und  gegen- 
über orthogonalen  Transformationen  die  Invarianten- 
eigenschaft haben,  haben  sie  nicht  gegenüber  anderen 
linearen  Transformationen. 

Ebenso  haben  die  Determinanten,  die  aus  Koordinaten  einiger 
Vektoren  erster  Schicht  und  Koordinaten  von  Vektoren  zweiter 
Schicht  gebildet  sind,  nur  gegenüber  orthogonalen  Transformationen 
die  Invarianteneigenschaft.  Es  bestehen  aber  immerhin  allgemein 
die  Gleichungen 

\C\.iX,...X„)  =  {X,...Xn), 
^^^  \D\.{U,  ...  U„)  =il\  ...  Un), 

die  eine  der  Invarianteneigenschaft  verwandte  Tatsache  ausdrücken. 
Man  hat  sich  durch  diese  oder  eine  ähnliche  Bemerkung  veranlaßt 
gesehen,  den  Invariantenbegriff  selbst  zu  erweitern.  Man  braucht 
dann  das  Wort  Invariante  in  einem  umfassenderen  Sinne,  als  wir 
es  bisher  getan  hatten :  Allgemein  werden  dann  solche  Funktionen 
der  Koordinaten  der  betrachteten  Figuren  (hier  also  der  Koordinaten 
von  Vektoren)  Invarianten  genannt,  die  sich  nach  Ausführung  eines 
beliebigen  Paares  kontragredienter  linearer  Transformationen  mit 
einem   Faktor   reproduzieren ,    der    nur    von    den   Transformations- 
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koeffizienten  abhängt.  Ist  dieser  Faktor  gleich  Eins  —  wie  im  Falle 
der  bilinearen  Verbindung  {U X)  — ,  so  spricht  man  dann  von  ab- 
soluten, andernfalls  von  relativen  Invarianten.  [Beispiele  für 
diese:  {Xi  ...  Xn),  {U^  ...  Un).]  Da  man  aber  ganz  ebenso  gebildete 
Begiiffe  auch  noch  auf  Untergruppen  der  Gruppe  aller  (paarweise 
zu  kontragredienten  geordneten)  linearen  Transformationen  anwenden 
kann,  so  wird  man  zu  voller  Deutlichkeit  von  „Invarianz  gegen- 
über der  Gruppe  G  aller  linearen  Transformationen"  (genauer: 
aller  durch  Kontragredienz  gepaarten  linearen  Transformationen)  zu 
reden  haben.  Handelt  es  sich,  wie  hier  bis  auf  weiteres,  ausschließ- 
lich um  ganze  rationale  Funktionen,  so  ist  der  Quotient  zweier 
einander  zugeordneter  Invarianten  J:J  für  jede  bestimmte 
Transformation  (für  jedes  bestimmte  Paar  kontragredienter  Trans- 
formationen) eine  lediglich  von  den  Transformationskoeffizienten 
abhängige  eindeutig  bestimmte  Konstante. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wird  der  folgende  Lehrsatz  ver- 
ständlich sein,  bei  dessen  Abfassung  wir  die  auch  weiterhin  noch 
festzuhaltende  Annahme  machen  wollen,  es  sei  die  Stufenzahl  n>  2. 

Die  einzigen  (relativen  oder  absoluten)  ganzen  ratio- 
nalen und  allseitig-homogenen  Invarianten  beliebig  vieler 
Vektoren  erster  und  zweiter  Schicht  gegenüber  derGruppe(r 
sind  die  Ausdrücke  der  Form 

(X,  ...  Xn) ,     (X  U) ,     {L\  ...  Un),     {n  >  2) 
und    die    aus    diesen    „Typen    elementarer   Invarianten"   zu 
bildenden     ganzen     rationalen     und     allseitig- homogenen 
Funktionen. 

„Allseitig-homogen"  heißt,  wie  zuvor,  eine  Funktion,  die  homogen 
ist  in  den  Koordinaten  jedes  einzelnen  der  vorkommenden  Vektoren. 
Offenbar  genügt  es,  nach  solchen  Invarianten  zu  fragen  i). 

In  diesem  Lehrsatz,  auf  dessen  Beweis  ^)  hier  nicht  eingegangen 
werden  kann ,  hat  man   offenbar  ein  Analogon    zu   dem  Satze  I  des 

^)  Der  Faktor,  mit  dem  eine  solche  Invariante  der  Gruppe  G  repro- 
duziert wird,  ist  immer  eine  Potenz  der  Determinante  |  C|,  oder,  was  das- 
selbe sagt,  eine  Potenz  von  \D\  mit  ganzzahligem  Exponenten  (der 
positiv,  Null  oder  negativ  sein  kann).  T.  F.  S.  32.  Für  Untergruppen 
von  G  gilt  dies  nicht  allgemein.  (Ein  Beispiel  wird  später  beigebracht 
werden.) 

2)  T.  F.  S.  45  u.  ff.  Daß  dort  der  Beweis  explizite  nur  für  den  Fall 
n  =:  3  geführt  ist,  ist  nebensächlich.  —  Ich  rate  dem  Leser,  sich  zunächst 
mit  der  Tragweite  derartiger  Lehrsätze  vertraut  zu  machen  —  wozu  eben 
die  vorliegende  Schrift  eine  Anleitung  bieten  soll  —  und  dann  erst  nach 
ihrer  Begründung  zu  fragen.     (Vgl.  §  6  und  7.) 
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§  2.  Aber  auch  die  Sätze  II  und  III  haben  in  der  Theorie  der 
Gruppe  (r  ihr  vollkommenes  Seitenstück  ^).  Insbesondere  treten 
jetzt  an  Stelle  des  Ausdrucks  J.  in  §  2  der  Ausdruck 

Af  =  (X,  X,  . . .  X„)  (UX,)  +  (-  1)«  (X2X3  ...Xo)  (UX,) 
+ +(-l)"(XoX,  ...  X„-r)iUX„) 

und  der  dann  ..korrelative"  A*i,  der  sich  durch  Vertauschung  der 
Zeichen  X  und  U  ergibt,  nebst  zwei  weiteren  Ausdrücken,  deren 
erster  aus  (J.|)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die  bilinearen  Ver- 
bindungen (ÜXjc)  durch  Determinanten 

{i\Y, ...  r„_iXfc) 

ersetzt,  während  an  Stelle  von  B  der  Ausdruck 

B*  =  (Xi  ...  X„)  {U,  ...  Un)  -  :a\X,)  ...  {UnX,,) 

zu  setzen  ist.  An  Stelle  der  zwei  Typen  identisch  ver- 
schwindender Invarianten  jenes  Lehrsatzes  II  treten  also 
hier  ihrer  fünf.  Geht  man  umgekehrt  von  derTheorie  derGruppe  6r 
aus,  so  erhält  man  in  gewissem  Sinne  nichts  wirklich  Neues:  In  der 
Theorie  der  Untergruppe  y  von  Gi  fällt  die  Unterscheidung  oder  doch 
die  Notwendigkeit  einer  Unterscheidung  von  Vektoren  zweier  Schichten 
weg.  Die  Folge  davon  ist  dann ,  daß  jene  fünf  Arten  oder  Typen 
von  Identitäten  sich  zunächst  auf  drei  reduzieren,  und  da  von  diesen 
noch  eine  sich  als  Folge  der  Identität  B  =  0  darstellt,  so  bleiben 
nur  zwei  wirklich  verschiedene  Formeln  übrig,  eben  die,  die  wir  in 
«j  2  aufgestellt  hatten. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zurück  zu  unseren  linearen  Trans- 
formationen (denen  der  Gruppe  6r)  und  bemerken ,  daß  die  Trans- 
formationen (1)  auch  aus  beliebigen  ganzen  rationalen  und  homogenen 
Funktionen  der  Veränderlichen  X,Y,  ...  und  U,V,  ...wieder  solche 
hervorgehen  lassen : 

(5)  F(X,Y,...,    U,V,  ...)  =  F{X,Y,  ...,    U,V,  ...). 

Es  besteht  nun  der  folgende  grundlegende  Lehrsatz: 
Um  zu  wissen,  wie  die  Koeffizienten  der  transfor- 
mierten algebraischen  Form  F  mit  denen  der  gegebenen 
Form  F  zusammenhängen,  genügt  es,  diesen  Zusammen- 
hang in  dem  besonderen  Falle  ermittelt  zu  haben,  wo  die 
Form  F,  und  folglich  auch  die  Form  F,  sich  auf  ein  Produkt 
von  Potenzen  linearer  Formen  reduziert. 


0  T.  F.  S.  67  u.  ff. 
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In  der  Tat,  nehmen  wir  an,  es  sei: 

F  =  {Ä X>"i .  (B  r)^2  . . .  (P  Uyt .{Q  F)"2  . . . , 
so  wird  F  die  Form 

F  =  {A xyi .  {BYY^-  . . .  {puyi . (Qvy^ . . . 

haben  müssen.     In  diesem  besonderen  Falle  aber  hat  man  nach  (1) 
ÄiDii-\- \-  AnDni  =  Äi,  usw., 

^       ^  Pl  Cn+  •••  +  Fn  Gni  =   P.-,    usf. 

Umgekehrt  wird  nach  (2) : 

Ai  =  Ca^i  +  •••  +  C'in J.„,  usw., 
^•^ ' ^  Fi  =  BnFy^ -f  D,„ P„ ,  usf. 

Somit  ergeben  sich  die  Koeffizienten  von  F ,  wenn  die  von  F 
bekannt  sind,  und  umgekehrt,  einfach  durch  Ausmultiplizieren  und 
Ordnen. 

Damit  aber  hat  man  den  Zusammenhang  zwischen  den 
Formen  J?"  und  i^  auch  schon  im  allgemeinen  Falle,  in  dem 
diese  Formen  nicht  gerade  Produkte  von  Potenzen  linearer 
Formen  sind. 

Es  wird  nämlich  die  Gleichung  (5)  ja  eine  Identität  vermöge 
der  Substitutionen,  denen  wir  die  Veränderlichen  X,  Y,  . . .,  Z7,  F,  . . . 
unterworfen  haben.  Setzen  wir  also  rechts  für  die  Koordinaten 
X,-,  Fj,  ...,  TliiVi  ...  aus  (1)  ihre  Werte  ein,  so  müssen  beiderseits 
die  Koeffizienten  entsprechender  Produkte  der  Koordinaten  Xj,  Zj,  . . ., 
Ui,Vi,  ...,  nachdem  wir  alles  gehörig  geordnet  und  so  auf  seinen 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  haben,  dieselben  werden.  Wären 
nun  die  so  bestimmten  linearen  Abhängigkeiten  zwischen  den  Koeffi- 
zienten von  F  und  denen  von  F  nicht  schon  durch  die  Abhängig- 
keiten bestimmt,  die  wir  im  besonderen  Falle  gefunden  hatten,  so 
würde  das  heißen,  daß  die  Koeffizienten  der  speziellen  Form  F 
linearen  Gleichungen  genügen  müßten,  die  aber  tatsächlich  nicht 
bestehen.  Die  Koeffizienten  der  speziellen  Form  sind  ja  nichts 
anderes  als  Produkte  von  irgendwelchen  Systemen  homogener 
Größen 

-4;,  Bu,  ...,     Fl,  Vm,  ••• 

(mit  den  Gradzahlen 

."l,  ,«2.  •••.    ^1,  1^2.  •••) 
zwischen  denen  keine  lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten 
bestehen  kann,  außer  der  trivialen,  in  der  alle  Koeffizienten  Null  sind. 
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Wir  können  überhaupt,  überall  wo  es  sich  um  lineare 
Funktionen  der  Koeffizienten  einer  algebraischen  Form 
Fhandelt,  uns  zu  ihrer  Bezeichnung  einer  Fiktion  bedienen. 
Wir  können  so  mit  der  Form  F  umgehen,  als  ob  sie  ein 
Produkt  von  Potenzen  linearer  Formen  und  also  nach  dem 
Schema  (5)  dargestellt  wäre.  Dieses  Schema  dient  demnach 
als  Zeichen  („Symbol")  irgend  einer  Form  F  mit  vor- 
geschriebenen Ordnungszahlen 

man  schreibt  demgemäß  „symbolisch" 

F  =  (A  x)^i  (ß  ry'2 . . .  (p  uyt  (  q  vy^ . . . 

Wir  haben  hiermit  den  Grundgedanken  der  von  Ar on hold  er- 
fundenen und  von  anderen,  besonders  von  Clebsch  und  Gordan 
weiter  ausgebildeten  symbolischen  Rechnungsmethode. 

Es  handele  sich  etwa  um  eine  bilineare  Form  mit  Veränderlichen 
der  zwei  Schichten: 

F=  U XiFik  Uu  (?, /o  =  1, 2,  . . .,  n). 
Diese  Form  ist  bereits  vollkommen  deutlich  bezeichnet,  wenn 
wir  an  Stelle  Jedes  Koeffizienten  I'ik  das  Produkt  Ai .  Fk  setzen  und 
die  Bestimmung  treffen,  daß  erstens  überhaupt  nur  lineare  Funktionen, 
2:0iu.AiPk  =  2:ÄiOnPk  {also  z.B.  2;^X,C7fcPfc  =  2:x,-^-PfeC7k} 
solcher  Produkte  betrachtet  werden  sollen,  und  daß  zweitens  jedes 
Produkt  Äi .  Pk  hinterher  durch  den  vorgeschriebenen  Koeffizienten 
Fik  ersetzt  werden  soll.  Um  z.  B.  zu  wissen,  was  aus  F  wird,  wenn 
man  vermöge  der  Transformationsformeln  (2)  neue  Veränderliche 
X,  U^  einführt,  braucht  man  dann  nur  die  Ausdrücke  (1*)  zu  bilden 
und  in  dem  ausgerechneten  und  geordneten  Produkt 

{XA){PU)  =  UXiAi.UPuUu  =i:Xi.iAiPu).Uk 

"~  i    ~   ~       k   ~    ~  i,}i  ~       ~   ~        ~ 

=  2:  Xi-{UaA„Da,--U^P^Cßu\lh=  ^Xi{2JDaiC^lc.{Äa.Pß)}Uu 

die  Produkte  Aa  •  Pd  durch  die  entsprechenden  Werte  Faß  zu  ersetzen. 
Die  transformierte  Form  ist  mithin 

E     Xi{DaiCßl.Faß)ru. 
i,k,a,ii 

Man  kann  also  die  symbolisch  geschriebenen  Formeln  jederzeit 
ausrechnen.  Die  ausgerechneten  Formeln  aber  entbehren,  wie 
schon  das  angeführte  (noch  sehr  einfache)  Beispiel  zeigt,  der  Über- 
sichtlichkeit.    Sie   sind   belastet  mit  den   hier  i,  k.  a,  ß   genannten 
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Indizes,  die  auf  die  einzelnen  Koordinaten  und  Transformations- 
koeffizienten hinweisen,  also  Beziehungen  zum  Ausdruck  bringen, 
auf  die  es  bei  dem  Rechnen  mit  Invarianten  gar  nicht  ankommen 
kann.  Die  Lenkung  der  Aufmerksamkeit  auf  Nebendinge  und  die 
damit  verbundene  Ermüdung  zu  vermeiden,  ist  aber  wichtig  genug. 
So  beruhte  der  Fortschritt,  den  Leibniz  in  die  Differentialrechnung 
gebracht  hat,  ganz  wesentlich  darauf,  daß  seine  Formeln  eben  nur 
das  enthielten,  was  wirklich  gebraucht  wurde.  —  Ich  fasse  nunmehr 
zusammen: 

Die  Form  F  wird  „symbolisch"  als  Produkt  linearer 
Formen  „dargestellt", 

F=2JXiFikUk  =  IJXi.AiP,.  Uk  =  {XA){P  U). 
Die  Produkte  ÄiPk  „bedeuten"  dann  die  Werte  Fik- 

Hat  man  es  nicht  gerade  mit  einer  biliheareu  Form ,  sondern 
mit  einer  algebraischen  Form  allgemeiner  Art  zu  tun  (siehe  oben), 
so  benutzt  mau  statt  der  2  n  Symbole  Äi ,  Fi  deren  eine  größere 
Zahl;  wir  setzen  dann,  wie  gesagt,  „symbolisch" 

(6)  F  =  (A  x)"i  (B  r)"2  . . .  (p  uy^  ( Q  vy^  . . . 

In  diesem  Falle  erlangen  erst  Produkte  der  Form 
wo 

«1  +  «2  +  •  •  •   =^   f*'!)        ^1    +  ^2    4-   •  •  •    =   '^'d 
ßl^ßi^ =   ^2.        91  +  9^2+    •••    =   ^2. 


sein  muß,  die  Bedeutung  von  Zahlenwerten.  Jedes  solche  Produkt 
bedeutet  einen  Koeffizienten  der  Form  P',  der  ohne  Benutzung  der 
symbolischen  Bezeichnung,  zum  Entsetzen  des  Druckers  (und  ver- 
nünftiger Leser),  etwa  so  zu  benennen  sein  würde: 

-F'(H)"l  (22)"2  .  .  .  (fci)(*l  a-2)/^2  .  .  .  di)"^  (i2)''2  .  .  .  (mi)'Pi  (»n2)'P2  ...  1). 

Solche  verwirrenden  Bilder  also  ersparen  wir  uns 
durch  die  symbolische  Bezeichnung  (6).  Vor  allem  haben 
wir  nunmehr  die  einfache  Regel: 

Um  eine  Form  F  einer  Transformation  der  Gruppe  (r, 
d.h.  einem  Paar  kontragredieuter  linearer  Transforma- 
tionen   zu     entwerfen,    transformiere    man    ihre    Symbole 


^)  Die  Literatur  ist  voll  von  Formeln,  die  nicht  sehr  viel  besser,  und 
zwar  nur  darum  nicht  ganz  so  schlimm  aussehen,  weil  man  meistens 
lediglich  viel  speziellere  Objekte  untersucht. 

Study,  Invarianten.  7 
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A,  B,  ...  wie  Veränderliche  zweiter  Schicht,   uud  ihre  Sym- 
bole P,  Q,  ...  wie  Veränderliche  erster  Schicht. 

Natürlich  bezieht  sich  die  eingeführte  symbolische  Bezeichnung- 
auf  die  in  der  Greometrie  allgemein  übliche  Schreibart  algebraischer 
Formen,  bei  der  ihre  Koeffizienten  mit  Polynomialfaktoren  versehen 
sind;  z.B.  ist 

„Koeffizienten"  einer  quadratischen  Form 

F=A,,X,^^----^2A,,X,X,-^--- 
heißen   demnach  für  uns  die  Zahlen  An,...,  ^12,  •■•,   nicht   aber 
die  Zahlen  An,  . . .,  2  A12,  .  •  ■,  soweit  sie  von  Jenen  verschieden  sind  ^). 

Statt  des  schleppenden  Ausdruckes  Koeffizientensystem  einer 
algebraischen  Form  werden  wir  uns  weiterhin  des  Wortes  Kern  der 
Form  bedienen.  Der  Kern  einer  linearen  Form  ist  dann  ein  Vektor. 
Oft  kommt  es  überhaupt  nur  auf  diesen  Kern  an.  Es  wäre  aber 
verfehlt,  die  Veränderlichen  darum  überhaupt  weglassen  zu  wollen  — 
besonders  in  den  grundlegenden  Definitionen  (wie  es  in  der  Aus- 
dehnungslehre von  H.  Grassmann  und  in  vielen  Schriften  über 
Vektorenrechnung  tatsächlich  geschieht).  Es  wäre  das  gerade  so 
verfehlt,  wie  wenn  jemand  an  Stelle  von  sin  x  einfach  sin  schreiben 
wollte,  was  ja  in  einigen  Fällen  genügen  kann  {z.B. sin^  +  cos^  =  1). 

Der  eingeführte  Invariantenbegrifl  ist  verschiedener  Erweite- 
rungen fähig.      Vor  allem: 

Unter  einer  allseitig- homogenen  algebraischen  In- 
variante (der  Gruppe  G  oder  einer  ihrer  Untergruppen) 
verstehen  wir  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung, 
deren  Koeffizienten  allseitig-homogene  ganze  rationale 
Invarianten  sind,  mit  Gradzahlen,  die  für  jede  einzelne 
an  der  Bildung  der  Koeffizienten  beteiligte  Form  F  eine 
arithmetische  Reihe  bilden^). 

Unter  dieser  Voraussetzung  nämlich  wird  man  aus  der  ange- 
nommenen Gleichung 

Jo.^"  + Ji  •'/"-' H ^Jn-J''  =  0 

eine  der  Form 

Jo.|C|''0./»  +  /i.|C|"l.J'"-lH-    •••   +J„.\C['nJO   =0 


^)  Das  braucht  nicht  überall  angebracht  zu  sein.  So  hat  man  bei  ge- 
wissen Untersuchungen  der  Zahlentheorie  die  gerade  entgegengesetzte  Fest- 
setzung zweckdienlicher  gefunden. 

2)  Eine  solche  ist  auch  0,  0, .  0,  . .  .  Man  sollte  übrigens  heute  wohl 
eher  sagen  „Eine  arithmetische  Folge". 
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erhalten,  in  der  die  Exponenten  Vq,  Vj,  . . .,  t'„  eine  arithmetische  Reihe 
bilden.  Ist  das  der  Fall,  so  kann  man  den  Wurzeln  J(k)  der  ersten 
(ileichung  die  Wurzeln  J(jt)  der  zweiten  einzeln  so  zuordnen,  daß 
für  je    zwei   zusammengehörige  Wurzeln    eine   Gleichung   der  Form 

|C|^.J(,)  =/(ö 

])esteht,  und  zwar  für  alle  Wurzelpaare  dieselbe  Gleichung,  in  der 
^i  eine  rationale  Zahl  bedeutet;  derart,  daß  durch  Substitution  von 
J(]c)  in  die  zweite  Gleichung  diese  die  Form 

annimmt.  Da  |C|  nach  Voraussetzung  nicht  Null  ist,  so  kann  dann 
der  erste  Faktor  links  unterdrückt  werden.  Sind  dann  ^Uq,  jij,  . . .,  fin 
die  Gradzahlen  von  Jq  . . .  Jn  in  bezug  auf  die  Form  F,  so  gibt  es 
eine  Zahl  ö,  so  daß 

^0  4-  (5,i  =  |Ui  +  Ö  (m  —  1)  =  •  •  • 

wird,  und  diese  Zahl  6  =  ^^  —  jXo  =  ^2  —  ^^  =  •  •  •  heißt  dann 
der  Grad  der  algebraischen  Invariante  J  in  bezug  auf  dieselbe 
Grundform  F. 

Was  unter  einer  irrationalen  algebraischen  Invariante  zu  ver- 
stehen ist,  ist  hiernach  klar.  Beispiele,  die  unter  diesen  Begriff  fallen, 
haben  wir   schon   in    ziemlicher  Menge  kennen   gelernt  (s'  4  und  7). 

Dem  Begriff  der  ganzen  rationalen  Invariante  ist  untergeordnet 
der  Begriff  der  ganzen  rationalen  Kovariante.  Darunter  verstehen 
wir  eine  ganze  rationale  Invariante,  die  wenigstens  einige  der  Ver- 
änderlichen X,  Y,  . . .,  U,  V,  . . .  wirklich  enthält.  Unter  diesen  Begriff 
fällt  also  auch  jede  der  gegebenen  Grundfoi'men  selbst.  Insbesondere 
gehören  dahin  die  sogenannten  identischen  Kovarianten,  die 
nur  von  den  Vei'änderlichen ,  nicht  auch  noch  von  den  Kernen 
solcher  Formen  abhängen,  die  außer  diesen  Veränderlichen  (Vektoren) 
gegeben  sind.  Identische  Kovarianten  sind  also  alle  Invarianten  der 
Typen 

(A\...X.O,     (XU).     iU,...U„), 

und  die  ganzen  rationalen  Funktionen  von  ihnen. 

Sind  dies  Begriffsbildungen ,  deren  Motivierung  ohne  weiteres 
einleuchten  muß  ^),  so  bedarf  doch  wohl  einer  kurzen  Rechtfertigung 
der  Begriff   der  algebraischen  Kovariante,    so  wie  er  hier  ge- 

^)  Ich  meine,  daß  es  auch  klar  sein  wird,  warum  wir  die  gegebenen 
Grundformen  unter  den  Begriff  der  Kovarianten  fallen  lassen,  nicht  sie  davon 
ausschließen  (wie  es  gelegentlich  schon  geschehen  ist). 
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faßt  werden  soll.  Unter  einer  solchen  wollen  wir  ausschließlich  eine 
algebraische  Invariante  verstehen,  in  der  die  Veränderlichen,  nämlich 
mindestens  eine  von  ihnen ,  wirklich  vorkommen ,  und  zwar  diese 
(ihre  Koordinaten)  als  ganze  rationale  Funktionen.  Es  sind 
das  also  algebraische  Invarianten,  in  denen,  wenn  sie  irrational  sind, 
die  Irrationalität  nur  in  den  Koeffizienten  sitzt  ^).  Nach  dieser 
Definition  ist  also  z.  B.  der  Ausdruck  (3)  in  >j  7  (S.  71)  nur  eine  irra- 
tionale Invariante  der  beteiligten  linearen  Formen  oder  ihrer  Kerne, 
der  Vektoren  A,  B,  C,  P,  Q,  X.  Dagegen  ist  der  Ausdruck  (7) 
ebenda  (S.  72)  eine  irrationale  Kovariante  der  Vektoren  ^,  B,  C,  P,  Q: 
die  Veränderliche  U,  d.  h.  das  System  ihrer  Koordinaten,  tritt  in  ihr 
nur  in  Gestalt  ganzer  rationaler  Funktionen  auf.  Die  hier  ange- 
führte terminologische  Beschränkung  scheint  mir  gerechtfertigt  zu 
sein  durch  das  Bedürfnis  der  analj^tischen  Geometrie,  in  der  man 
eben  die  zu  untersuchenden  Gebilde  als  „geometrische  Orter"  aufzu- 
fassen und  vorzugsweise  durch  Gleichungen  (zwischen  Veränder- 
lichen X,  U,  . . .  und  Verbindungen  von  solchen)  darzustellen  pflegt, 
in  denen  die  Veränderlichen  ganz  und  rational  vorkommen. 

Immer  lohnt  es  sich  jedoch  nicht,  die  algebraische  Gleichung 
wirklich  aufzustellen,  deren  Wurzel  eine  irgendwie  gefundene  irra- 
tionale Invariante  oder  Kovariante  ist.  Schon  bei  ziemlich  einfacher 
Sachlage  können  diese  Gleichungen  so  verwickelt  ausfallen,  daß  man 
nichts  mehr  an  ihnen  sieht.  (Vgl.  ^  7,  Nr.  1.)  Doch  werden  wir 
in  einigen  Fällen  derartige  Gleichungen  bilden. 

In  der  älteren  Literatur  finden  sich  außer  den  Terminis  Invariante 
und  Kovariante  noch  weitere,  wie  Kontravariaute,  Konkomitante, 
Zwischenform.  Das  hat  lediglich  historische  Gründe.  Man  interessierte 
sich  zunächst  für  den  Fall  n  =:  3 ,  wo  z.  B.  kubische  Formen  (A  X)^  die 
ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  lieferten.  Mit  den  Invarianten  kam  man 
dabei  nicht  aus ,  und  ebensowenig  mit  den  zuerst  allein  so  genannten  Ko- 
varianten,  die  ebenfalls  die  Veränderliche  X  enthielten.  Weitere  Bildungen, 
solche  mit  Veränderlichen  U,  nannte  man  dann  Kontravarianten,  und  als 
auch  diese  sich  als  unzureichend  erwiesen  und  man  sich  zur  Betrachtung 
von  Formen  mit  Veränderlichen  X  u  n  d  U  genötigt  sah ,  sprach  man  von 
Zwischenformen.  Ich  fasse  alles  das  unter  den  Begriff  der  Kovariante : 
Es  würde  ja  völlig  unmöglich  sein,  eine  so  ins  einzelne  gehende  Termino- 
logie auch  bei  größeren  Werten  der  Stufenzahl  noch  durchzuführen.  Übrigens 
ist  der  Terminus  Zwischenform  eiu  offenbares  Verlegenheitsprodukt. 

Neuerdings  hat  sich  eine  Bezeichnungsweise  eingebürgert ,  die  den 
Unterschied  der  zweierlei  Veränderlichen  und  Symbole  dadurch  zum  Aus- 
druck bringt,  daß  bei  der  einen  Art  die  Indizes  der  Kooi-dinaten  oben,  bei 
der  anderen  unten  hingesetzt  werden.  Dieses  Verfahren  hat  also  zur  Vor- 
aussetzung, daß  die  Koordinaten  und  Koeffizienten  einzeln  sichtbar  gemacht 

1)  T.  F.  S.U. 
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werden ,  und  damit  stellt  es  sich  geradezu  in  Gegensatz  zum  Geiste  der 
Invariantentheorie,  die  das  Zufällige  und  Willkürliche  in  den  Hintergrund 
zu  drängen  sucht,  um  dafür  das,  worauf  es  ankommt,  die  invarianten  Zu- 
sammenhänge ,  in  desto  helleres  Licht  zu  rücken.  Man  braucht  ja  jene 
Indizes  in  der  Regel  überhaupt  nicht.  In  der  Anwendung  auf  Formen 
mit  mehreren  Veränderlichen  läßt  das  genannte  Verfahren  die  Unübersicht- 
lichkeit der  explizite  geschriebenen  Ausdrücke  in  ihrem  ganzen  Umfange 
bestehen  i). 

Einen  Vorläufer  der  symbolischen  Bezeichnung  bilden  H.  Grass- 
manns sogenannte  Lückenprodukte.  Diese  haben  heute  kaum  historisches 
Interesse ,  wiewohl  man  sie  noch  ganz  neuerdings  in  die  Vektoranalysis 
hineinzubringen  versucht  hat.  Sie  eignen  sich  in  keiner  Weise  als  Grund- 
lage einer  umfassenden  Rechnungsmethode. 


§9. 
Fortsetzung  und  Beispiele. 

Zur  Erläuterung  des  in  §  8  Gesagten  und  zur  Einleitung  des 
Folgenden  sollen  nun  zunächst  wieder  Beispiele  —  solche  einfachster 
Art  —  betrachtet  werden. 

Es   seien   irgend  zwei  quadratische  Formen  gegeben,   eine  mit 
einer  Veränderlichen  X  und  einem  Kern  ,|Afcl!5  ihrem  Koeffizienten- 
system,  und   eine  mit  einer  Veränderlichen  Z7  und  dem  Kern    -Pijtlj, 
d.h.  mit  Koeffizienten  P^-     Es  sei  also  jetzt  („symbolisch") 
2:XiAi;:Xk  =  {XÄ){AX)  =  (AXy, 
2J  üiPik  Ih  =  {UP)(P  ü)   =  {PU)\ 

^)  Vgl.  H.  Weyl,  Raum,  Zeit,  Materie  (1918),  S.  6 ,  7.  Z.  B.  hat 
dieser  Autor  auf  S.  31  an  Stelle  unseres  Zeichens 

(AX){BY){PU) 
das  Zeichen 

/.  k,  l 
Eigentlich  hätte  es  sogar  heißen  sollen 

i.k,l 
Es  ist  zu  bedauern,  daß  der  Urheber  dieser  wahrhaft  unglücklichen  Neuerung, 
der  Physiker  A.  Einstein,  von  mathematischer  Seite  nicht  besser  beraten 
worden  ist.  Da  man  sich  in  den  einfachsten  Fällen  ja  zur  Not  noch  damit 
abfinden  kann,  so  wird  sie  aus  der  physikalischen  Literatur ,  wenn  über- 
haupt, nicht  so  leicht  mehr  auszurotten  sein. 

Statt  von  Kernen  algebraischer  Formen  sprechen  Autoren  wie  Ein- 
stein, Weyl  u.  a.  von  Tensoren.  Dieses  Wort  hat  indessen  Sinn  nur  in  dem 
einzigen  Falle  einer  bilinearen  Form  mit  kontragredienten  Veränderlichen. 

Wegen  des  im  gleichen  Zusammenhange  auf  eine  sonst  nicht  übliche 
Art  gebräuchlichen  Wortes  Stufe  siehe  Einleitung,  S.  9. 
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so  daß  das  Produkt  Äi  Af;  zur  Bezeichnung  des  Koeffizienten  An  und 
das  Produkt  Pi  Fk  zur  Bezeichnung  des  Koeffizienten  Pa-  dient.  Es 
sei  also 

AUj:  =  An:,      P/P;:  =  Pa-, 
und  demzufolge 

z^aP.-fc  =  i^AiP^y  =  (4i>)2. 

Dieser  symbolische  Ausdruck  bedeutet  nun  sicherlich  eine  Invariante 
gegenüber  beliebigen  linearen  Transformationen ,  wenn  die  beiden 
vorgelegten  Formen  Quadrate  linearer  Formen  sind,  wenn  also  die 
Ai  und  Fl:  nicht  nur  Symbole,  sondern  zugleich  auch  Koeffizienten 
wirklicher  linearer  Formen  (^X)  und  (ÜP)  vorstellen.  Denn  dann 
ist  (A  F)  =  {A  P),  und  also  selbstverständlicherweise 

(1)  iAF)^  =  {APy. 

Hieraus  aber  kann  geschlossen  werden,  daß  ganz  allgemein  ZI AikPiic 
=  Z  AikPik  sein  muß.  Denkt  man  sich  nämlich  in  dem  Ausdruck 
{AP)-  die  in  §  8  angegebenen  Substitutionen  (1*)  gemacht  und  alle 
Glieder  mit  denselben  Produkten  Ai  AkPiPh  gesammelt  und  auf  die- 
se]be|Seite   der  Gleichung   gestellt ,   so  erhält   man    ein    System   von 

nin  -\-Vi 

trivialen  Gleichungen  der  Form  0^0:  Alle  Koeffizienten 

2  " 

der  genannten   Produkte   sind   einzeln  Null,  da  diese  Produkte  eben 

linear- unabhängig   sind.     Setzen  wir  aber  an  Stelle  dieser  Produkte 

nunmehr  die  entsprechenden  Produkte  AikPik,  unter  Aufhebung  der 

genannten  Einschränkung,  so  treten  an  Stelle  der  Produkte  Ai  Aj;  Fi  P^ 

die   Produkte   Ai^Pik'-  Die  Gleichung   (1),    nach    den   angegebenen 

Regeln  gedeutet,  bleibt  nach  wie  vor  richtig. 

{APy  ist  daher  der  symbolische  Ausdruck  einer  (abso- 
luten) Invariante  der  Gruppe  G. 

Die  zur  Begründung  dieser  Behauptung  benutzte 
Schlußweise  aber  ist  typisch  für  alle  ähnlichen  Fälle.  Sind 
z.  B.  an  Stelle  zweier  quadratischen  Formen  ihrer  2  .  n  gegeben, 
{AS^  ^y  und  (üP'^^y,  so  erhält  man  ganz  ebenso 

|D|2 .  (^^i>  . . .  A^»>y  =  (A^'>  . . .  ^("))3, 

I   Cp  .  (P'^'>  .  .  .  P''"))2    z=    (PC^)  .  .  .  P(">)2. 

Diese  Ausdrücke,  die  homogen  sind  vom  zweiten  Grade 
in  den  Symbolen  von  je  n  quadratischen  Formen,  aber 
linear  in  deren  Koeffizienten,  erweisen  sich  als  (relative) 
Invarianten,  weil  (U''^>...  U'">)  und  CX'^^  . . .  X^"^)  solche  sind. 
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Bis  hierher  haben  wir  Funktionen  betrachtet,  und  insbesondere 
Invarianten,  die  linear  sind  im  Kern,  d.h.  in  den  Koeffizienten 
einer  jeden  der  beteiligten  Formen.  Aber  diese  Beschränkung  ist 
nicht  wesentlich  für  die  Methode.  Jede  ganze  rationale  und  homo- 
gene Funktion  höheren  Grades  ist  nämlich  Spezialfall  einer  homogenen 
Funktion,  die  zwar  von  den  Kernen  (von  den  Koeffizienten)  einer 
größeren  Zahl  von  Formen ,  dafür  aber  von  diesen  linear  abhängt, 
und  wenn  die  erste  eine  Invariante  der  Gruppe  G  war,  so  ist  es  auch 
die  zweite,  und  umgekehrt.  Man  kann  die  zweite  Form  unmittelbar 
als  Glied  einer  Polynomialentwicklung  erhalten,  oder  auch,  was 
meistens  bequemer  ist,  man  kann  sie  stufenweise  herstellen  durch 
einen  Differentiationsprozeß,  den  sogenannten  Evektantenprozeß^)- 
Sei  z.  B.  irgend  eine  ganze  Funktion  m'®°  Grades  des  Kernes  (der 
Koeffizienten)  von  J^  gegeben.  Dann  setze  man  F  =  Q  -\-  kW, 
entwickele  nach  Potenzen  von  k  und  suche  den  Faktor  von  m .  k. 
Dieser  ist  dann  eine  Funktion  (m  —  1)*^°  Grades  des  Kernes  von  0 
und  ersten  Grades  des  Kernes  von  W.  Setzt  man  hinterher  W  =  0, 
so  erhält  man  wieder  die  gegebene  Funktion. 

Die  neue  Funktion,  die  durch  die  gegebene  eindeutig  be- 
stimmt ist,  und  sie  auch  umgekehrt  wieder  bestimmt,  heißt  Evek- 
tante  von  F;  der  Prozeß,  durch  den  sie  entsteht,  kann  kurz  so  be- 
zeichnet werden : 

m  d  0 
Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens,  wobei  an  Stelle  der  Zahl  m 
der  Reihe  nach  die  Zahlen  m  —  1,  m  —  2  ...  2,  1  treten,  erhält  man 
schließlich  eine  Funktion,  die  statt  des  Kernes  von  F  die  Kerne  von 
m  verschiedenen  Funktionen  W^  . . .  W„i  enthält,  aber  von  dem  Kern 
«iner  jeden  von  ihnen  nur  noch  linear  abhängt.  Setzt  man  hinterher 
^1  =  ^2  =  •  ■  •  =  ^m,  so  erhält  man  wieder  die  vorgelegte  Funk- 
tion. Wenn  aber  diese  eine  Invariante  war,  so  ist  es  sicher  auch 
die  abgeleitete,  von  'P^  . . .  W„i  abhängige  Funktion ;  denn  aus  F=  0 
+  k  '"F  folgt  j&  F=  0-\-kW. 

In  der  Praxis  des  Rechnens  gestaltet  sich  die  Sache  so,  daß  man 
an  Stelle  einer  symbolischen  Darstellung  irgend  einer  algebraischen 
Form  schon  von  vornherein  deren  mehrere  benutzt,  und  zwar  so 
viele,  als  der  Grad  der  zu  bildenden  Funktion  angibt.  Da  die 
Formen  W^  . . .  W,^  schließlich  alle   mit   der  Form  F  identi- 

^)  Diese  Operation  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem  in  der 
projektiven  Geometrie  üblichen  Prozeß  der  Polarenbildung:  sie  wird  daher 
von  einigen  Autoren  auch  als  Polarenprozeß  bezeichnet. 
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fiziert  werden  sollen,  so  dürfen  in  dem  Ausdruck  der  zu 
bildenden  Invariante  die  einzelnen  Symbolsysteme  be- 
liebig vertauscht  werden,  ohne  daß  die  dargestellte  Funk- 
tion sich  ändert. 

Schreiben  wir  also  jetzt  z.B. 


so  ist 


F  =  (^(i>  xy  =  .-.  =  (.4(")  X)2, 
1 


{A^^'>  .1^2)   _  _     J.("))2 


Ausdruck  (symbolischer  Ausdruck)  einer  (relativen)  Invariante  der 
Form  F,  die  dadurch  berechnet  werden  kann,  daß  man  erst  das 
Determinanten quadrat  ausmultipliziert,  dann  durch  ümordnung  der 
entstehenden  Summe  gleichnamige  Symbole  Ai  ,  A/  nebeneinander 
schreibt  und  schließlich  ihre  Produkte  für  alle  Werte  des  Index  (k) 
durch  die  entsprechenden  Koeffizienten  von  F^  also  durch  die  Werte 
A,-j  ersetzt. 

Die  ausgerechneten  („unsymbolischen")  Ausdrücke  von  Inva- 
rianten sind  fast  immer  wenig  übersichtlich.  In  dem  vorliegenden 
besonders  einfachen  Falle  aber  und  noch  unter  gewissen  umfassen- 
deren Voraussetzungen  hat  jedoch  die  erklärte  Funktion  der  Koeffi- 
zienten Aij  ein  einfaches  Bildungsgesetz:  Sie  ist  nichts  anderes  als 
die  Determinante  aus  den  Größen  Aij^).  Um  W^iederholungen 
zu  vermeiden,  führen  wir  nur  den  Beweis  eines  gleichartigen  Satzes 
aus,  der  sich  auf  eine  bilineare  Form  des  Typus 

F=2:x,CnUj, 

bezieht.  Wir  gehen  den  umgekehrten  Weg,  beginnen  mit  der  Koeffi- 
zientendeterminante oder  Diskriminante 

von  F  und  erweisen  ihre  Invarianteneigenschaft,  indem  wir  sie  in 
symbolische  Form  setzen. 


^)  Wenn  hier  (wie  üblich)  die  Determinante  \A^j'  als  „unsymbolischer" 
Ausdruck  bezeichnet  wird,  so  ist  das  cum  grano  saliszu  verstehen: 
Auch  eine  Determinante  ist  ja  nichts  Fertiges,  sondern  nur  eine  Rechnungs- 
anweisung ,  ein  Symbol.  Ich  erwähne  das ,  weil  von  Mathematikern ,  die 
selbst  unvermeidlicherweise  mit  Determinanten  rechneten,  eine  Zeitlang  die 
Parole  ausgegeben  wurde,  „Symbole"'  sollten  in  der  Mathematik  vermieden 
werden. 
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Zu   diesem   Zwecke   führen   wir   neben    der   symbolischen   Dar- 
stellung von  F 

F=  ixc)irü) 

noch  die  symbolischen  Ausdrücke  von  n  Formen  ^F^  ...  ^„  ein, 

^ff,  =  (X  C")  (r^  u) 

(fc  =  1  . . .  w) ,  die  hinterher  sämtlich  mit  F  zusammenfallen  sollen 
und   daher  auch  von  vornherein  mit  F  identifiziert  werden  können : 

F=    'F^=    W^  =  '-   =    "^n- 

Wir  verfahren  nun  so,  daß  wir  in  der  ersten  Zeile  der  Determinante 
I  C\  Symbole  von  ^i,  in  der  zweiten  Symbole  von  ^Pg  benutzen  usf., 
wodurch  jede  Mehrdeutigkeit  des  zu  berechnenden  Determinanten- 
ausdruckes vermieden  wird.     Wir  setzen  also  in  der  i*^^  Zeile 


und  erhalten 


Cik  =  CiFk, 

Cii    ...    Cin  '  Ci    Ci 


ci  r^ 


Cn 1  •  • •    Cn 
=    CI    ...    Cn  . 


c'::ri' ...  c:r: 


J.   ,      ...     -In 


r-...r: 


Vertauscht  man  hier  irgend  zwei  der  oberen  Indizes ,  d.  h.  ver- 
tauscht man  irgend  zwei  der  zu  F  gehörigen  symbolischen  Dar- 
stellungen, so  ändert  sich  nichts.  Man  kann  also  den  Ausdruck  für 
I  C\  durch  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  den  Ausdrücken  er- 
setzen, die  sich  ergeben,  wenn  man  die  oberen  Indizes  in  alle 
möglichen  verschiedenen  Anordnungen  bringt.  So  erhält  man  ohne 
weiteres 


\C\  = 


oder  also  kürzer 


C"    •  •  •    Cn 


■'■  n 


n' 


r" 


c|  =  -(ci...C")(ri...r"), 
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oder  endlich,  wenn  die  zur  Unterscheidung  von  '^F^  . 
Indizes  schließlich  unten  angebracht  werden, 


W„  dienenden 


(2) 


|c|  =  ~-(Ci...c'„)(r,...r,o 


Bezeichnet  man  die  analog  gebildeten  Diskriminanten  (Koeffizienten- 
determinanten) von  Formen  der  TyjDen  2J  XiAik  Yk  und  Z!  UiFfk  V^ 
entsprechend  mit  |^|  und  |P|,  so  ergeben  sich  unmittelbar  die 
Formeln 


(3) 


\m\K\A\  =  \Ay 

\C\  =  \G\, 
\G*Y.\P\  =  \P\, 


in  denen  nun  unter  |  C*  |  und  \D*\  die  Diskriminanten  (Koeffizienten- 
determinanten) irgend  eines  Paares  kontragredienter  linearer  Trans- 
formationen zu  verstehen  sind,  denen  die  Formen 

i:XiAiuYu,      I^X.CaUk,      UTJ,Pi,V„ 

der  Reihe  nach  unterworfen  werden  sollen.  Die  Diskriminanten  \A\, 
|C|,  \P\  sind  also  Invarianten  der  Gruppe  6r,  und  zwar  sind  \y4\ 
und  \P\  nur  relative  Invarianten  dieser  Gruppe,  während  \C\  eine 
absolute  Invariante  ist.  Augenscheinlich  läßt  sich  die  Invarianten- 
eigenschaft des  Ausdrucks  rechts  in  Nr.  (2)  auch  dann  noch  be- 
gründen, wenn  er  als  Definitionsgleichung  einer  w-fach  linearen  Funk- 
tion der  Kerne  (Koeffizientensysteme)  von  n  verschiedenen  Formen 

{xc,)(r,u),...,     ixc,,)ir,u) 

aufgefaßt  wird.  Diese  Funktion  entsteht  dann  aus  der  ursprüng- 
lichen Funktion  \C\  durch  w-malige  Anwendung  des  Evektanten- 
prozesses.  Sie  hat  ein  noch  genau  ebenso  durchsichtiges  symboli- 
sches Bild  ungsgesetz  wie  |C|  selbst,  während  ihr  natürlich  ohne 
weiteres  hinzuschreibender  unsymbolischer  Ausdruck  schon  ver- 
wickelter ist.  Unsere  Betrachtung  hat  uns  also  gegenüber  dem,  was 
in  elementaren  Lehrbüchern  zu  finden  ist,  immerhin  schon  einiges 
Neue  gelehrt.  Die  angestellte  Rechnung  aber,  die  in  diesem  einfachen 
Falle  ausführlich  dargelegt  worden  ist,  führt  noch  weiter,  sie  ist 
typisch  für  eine  ganze  Reihe  ähnlicher  Umformungen.  Von  diesen 
wollen  wir  nun  noch  die  wichtigste  in  ihrem  ganz  analog  abzu- 
leitenden  Ergebnis    hierher   setzen.     Es   handelt  sich   dabei   darum, 
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in  eine  sogenannte   geränderte  Determinante   die  symbolische  Be- 
zeichnung einzuführen.     Wir  finden  wie  oben: 


<4) 


0        Xi      ...      Xn 

0  Xi 

.  .    Xn 

_ 

Ui    Cij    ...    Cm 

__ 

ü,  ciri 

• .  c/  n 

Un    Cnl    ...    Cnn 

Un  c:r^ 

•  .    Cn  In 

-(,_!,),  (C....c._.^)(r,...r,. 

-1  X). 

Also  auch  dieser  Ausdruck  ist  wieder  eine  Invariante  —  und  zwar 
eine  absolute  Invariante  —  der  Gruppe  6r;  er  ist  nämlich  eine  In- 
variante („simultane  Invariante"),  gebildet  aus  den  Kernen  der 
nunmehr  in  andeien  Veränderlichen  Y,  V  geschriebenen  Form  F, 
F  =  (Y  C)  (r  V)^  und  den  Kernen  der  in  Y  und  F  linearen  Formen 
(YU),  (XV),  und  zwar  ist  er  nichts  anderes  als  das  w-fache  einer 
Evektante  von  |  C  \,  entsprechend  der  besonderen  Annahme 
0  =  (YC)irV),       ^  =  {YU).{XV). 

Der  Ausdruck  (4)  ist  nun  wieder  eine  bilineare  Form  von  der- 
selben Art,  wie  die  ursprüngliche  Form  F;  dieser  Ausdruck  kann 
also  auch  „symbolisch"  bezeichnet  werden;  unter  Einführung 
neuer  Zeichen,  versteht  sich,  die  ein  Mißverständnis  ausschließen. 
Wir  können  auch  auf  ihn  die  symbolische  Bezeichnung  anwenden, 
könnten  ihn  also  etwa  ( U zi)  (D  X)  nennen.  Für  die  Anwendungen, 
die  wir  weiterhin  daran  zu  knüpfen  gedenken,  ist  es  aber  besser,  einen 
Faktor  |C|~"^  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen,  natürlich  unter  der 
Einschränkung 

(5)  \C\^0. 

Wir  erhalten  so  aus  (4)  die  bilineare  Form  i): 


(6) 


{UJ){DX)=^^'~ 

.Cn-iU)m  ...r„_ 

iX) 

(n-l)!|C| 

Wir  behaupten  nun,  daß  diese  Form  (?7z/)(Z)X)  zu 
{XC)(rU)  in  umkehrbarer  Beziehung  steht,  d.h.  wir  be- 
haupten, daß,  wenn  die  Diskriminante  der  Form  (G)  mit 


0  Wegen  der  zugehörigen  Terminologie  siehe  §  10. 
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bezeichnet    wird,    die    Definitionsgleichung   (6)    die    völlig 
analog  gebildete  Gleichung 


(7) 


{xc){ru)  = 


(z^,  ...z^„_iX)(A  ...Dh-iT) 


in-l)\\D\ 


\G\.\D\  =  1 


nach   sich   zieht.     Dieses  rechtfertigt   den   Ausdruck  „zu  jP  rezi- 
proke Form"  für  die  Kovariante  (7)  —  nicht  (4). 

Zum  Beweise  bemerken  wir  zunächst,  daß  zwischen  den  beiden 
Determinanten  oder  Diskriminanten  |  C\  und  \D\  die  Beziehung 

(8) 
besteht. 

Wir  erhalten  dieses  Resultat  ganz  unmittelbar,  da  die  Matrix 
der  Koeffizienten  der  Form  (4)  die  Adjungierte  zur  Matrix  der 
Koeffizienten  von  F  ist.  Die  Koeffizieutendeterminante  der  Form  (4) 
hat  also  den  Wert  |C|"~^,  und  die  Determinante  von  (6)  hat  daher 
den  Wert  |  C|-"  .  |  C'|"-^  =  |  Cj-^  ^).     Ferner  folgt  unmittelbar 

(9)  -(Cz/)(i)r)=  1. 


n 
Weiter  findet  sich  dann  noch 


(10) 


{xc)irD){^u)  =  ixu), 
{V  r){Cz]){BX)  =  (ux). 


Diese  beiden  Funktionen  von  X  und  U  sind  also  einander  gleich. 

In  der  Tat  erhält  man,  wenn  man  wohl  darauf  achtet,  daß  nur 
Ausdrücke  gebildet  werden  dürfen,  die  in  jedem  der  äquivalenten 
Symbolpaare  Ci  Pk  linear  sind. 

{XC)irD){^u) 

=  I  {(X  C)  (r^  D)  (z;  i7)  -f  •  • .  +  (X  C.)  (n  D)  {zl  C7)} 

_     |c|-^     \{xc,){r,...rn){uc,...Cn)  +  ---      l 

—  n.{n—\)\    \---  +{XCn){r,  ...  r„)(Ci  ...  Gn-xU)\ 

■    _(_^a^.^A)  l(X(7i)(r/C2...  C'„)  +  ---      1 

n!|C|      'l...  +{XCn){C,  ...  Gn-xU)\ 

(r, ...  n)(Ci ...  Cn) 


n\\C\ 


{X  ü)  =  {X  U). 


^)  Durch  eine  etwaa  andere  Anordnung  der  folgenden  Überlegungen 
ergibt  sich  die  Formel  (8)  auch  ohne  daß  man  den  Kreis  der  sj-mbolischen 
Rechnungen  zu  verlassen  braucht.  Der  Leser  möge  sich  das  selbst  klar- 
zumachen suchen. 
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Die  gleiche  Rechnung  zeigt  nunmehr,  wenn  vorübergehend 

(X  c  ) (r  t  )  _  (>r=T)!  1^ 

gesetzt  wird,  daß  auch  —  nach  Analogie  der  Formeln  (10)  — 

(X  c*)  (r*  D)  (z/  u)  =  {X  u) 

sein  muß.     Es  folgt  also,  daß  für  alle  X  und  alle  U 

{X  c*)  {r*  D)  {zi*  u)  =  (X  G)  {rj))  (z/  ü) 

ist.     Setzen  wir  nunmehr 

{YV)  =  {YB){JU), 

verlangen  wir  nämlich,  daß  bei  gegebenem  XJ  diese  Gleichung  für 
alle  Y  bestehen  soll,  so  gibt  es,  zufolge  unserer  Voraussetzung 
I  D  I  =^  0  zu  jedem  Vektor  V  auch  einen  entsprechenden  Vektor  TJ. 
Die  vorletzte  Gleichung  reduziert  sich  also  auf 

{xc*){r''y)  =  {xc){rv) 

und  diese  Gleichung  besteht  nunmehr  für  alle  X  und  für  alle  V, 
womit  die  behauptete  Reziprozität  zwischen  den  Formen  (X  G)  {F  TJ) 
und  {UZl){J)X)  erwiesen,  und  zwar  durch  ein  auch  in  viel  ver- 
wickeiteren Fällen  anwendbares  Verfahren,  nämlich  durch 
„symbolische  Rechnung",  erwiesen  ist^). 

Durch  dasselbe  Verfahren  ergibt  sich,  wenn  wir  jetzt  statt  einer 
bilinearen  Form  wieder  eine  quadratische  Form  betrachten,  eine 
entsprechende  Reihe  von  Formeln,  die  wir  einfach  zusammenstellen 
können,  da  irgend  eine  neue  Wendung  zu  ihrer  Ableitung  nicht 
erforderlich  ist.  Es  sei  also  jetzt  gegeben  die  quadratische  Form 
Z!  XiLi];Xjc,  in  symbolischer  Berechnung 

(11)  (L X)2  =  (L,X)^  =  ...  =  (Ln  Xy  2). 


^)  Der  Einwand,  daß  man  auch  mit  einfacheren  Mitteln  zum  Ziele 
kommt,  müßte  abgelehnt  werden.  Denn  dasselbe  gilt  in  besonderen  Fällen 
so  ziemlich  von  jeder  weitreichenden  Methode.  Es  scheint  mir  richtig,  die 
zu  erklärende  Methode  schon  an  solchen  Beispielen,  und  gerade  an  solchen 
einzuüben. 

~)  Daß  hier  ein  anderes  Symbol,  L  statt  A,  benutzt  wird,  ist  nicht  eine 
Nachlässigkeit,  wie  der  Leser  vermuten  könnte.  Wir  werden  weiterhin 
mehrere  quadratische  Formen  zu  betrachten  haben,  unter  denen  dann  einer 
—  die  immer  mit  {L  X)^  bezeichnet  wird  —  eine  Sonderstellung  zufällt. 


110 


§  9.     Beispiele. 


Ihre  Diskriminante  heiße  \L\,  und  sie  werde  gleich  von  vorn- 
herein als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt.  Man  hat  dann,  ähn- 
lich wie  unter  Nr.  2: 


(12) 


\L\  =  \U,\=~-^iL 


LnY- 


Eine  zweite  mit  der  ersten  invariant  verbundene  Form,  die 
wieder  zu  jener  in  umkehrbarer  Beziehung  steht,  aber  statt  einer 
Veränderlichen  erster  Schicht  X  eine  solche  zweiter  Schicht 
U  enthält,  und  mit 

(13)  {UAY  =  {IJA.Y  =  ...  =  ilJA^ 

bezeichnet  werden  soll,  und  überdies  der  Ausdruck  der  Polare  {U A) 
{VA)  dieser  Form  ergibt  sich,  wenn  man  den  nach  Analogie  von  (4) 
gebildeten  Ausdruck 

0    V,    ...  Vn 


(14)  - 


U,  L, 


Lm 


(n-l) 


-{L,  ...Ln-x'U){L^  ...Ln-l  V) 


Un    Ln\  •  •  •   Ln  n 

mit  I L  I  dividiert.     Wir  erklären : 


(15) 


(JT  /IM  A  V^  —  -        * 

.    Ln-lU){L,    ...Ln- 

.V) 

(n^lV.\L\ 

(16) 
(17) 

(18) 


Es  folgt  dann 


{XL){LY) 


\L\.\A\  =  l 

(XL)  {LA)  {AU)  =  {XU), 
{A,...  A,,_,X){A,  .. 


Y) 


{n~l)l\A\ 
alles,  wie  zuvor. 

Offenbar  hätten  wir  ganz  ebenso  überhaupt  Formen  mit  zwei 
gleichartigen  Veränderlichen,  also  alle  nicht  singulären  Formen  vom 
Typus  {XA){BY)  behandeln  können.  Auch  wird  die  Bemerkung 
nicht  überflüssig  sein,  daß  solche  Bildungen  wie 

(Ol  . . .  Cn)  (A  . . .  r„)  oder  {A,  ...  An)  {B,  ...  Bn) 
noch  eine  weitere  Invarianteneigenschaft  haben.  Wir  können  ja  auch 
die  Veränderlichen  X  und  U,  oder  X  und  Y,  linearen  Transforma- 
tionen unterwerfen,  die  ganz  unabhängig  voneinander  sind.  Die 
genannten  Ausdrücke  werden  dann,  nach  Ausführung  eines  Paares 
solcher  Transformationen,  mit  einem  Faktor  reproduziert,  der  das 
Produkt  der  beiden  Transformationsdeterminanten  ist. 
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§  10. 
Invariante  Darstellung  der  linearen  Transformationen. 

Wir  wenden  uns  Jetzt  zurück  zu  den  linearen  Transformationen, 
und  bemerken,  daß  uns  die  in  §  9  entwickelten  Formeln  zu  einer 
Darstellung  dieser  Transformationen  verhelfen,  die  viel  vollkommener 
ist  als  die,  die  wir  bisher  zur  Verfügung  hatten.  Wir  können 
nämlich  jetzt  die  linearen  Transformationen  in  eine  eindeutig- 
umkehrbare Beziehung  zu  gewissen  bilinearen  Formen  setzen ,  mit 
denen  sich  noch  bequemer  rechnen  läßt,  als  mit  den  Transformationen 
selbst.  Zur  Erleichterung  der  Übersicht  setzen  wir  die  früher  auf- 
gestellten Formeln  nochmals  her  und  stellen  gleich  die  bilinearen 
Formen  daneben,  die  wir  ihnen  entsprechen  lassen  wollen.  Wie 
bisher  schon,  sollen  immer  die  Veränderlichen  X,  U  als  die  ursprüng- 
lich gegebenen,  die  Veränderlichen  X,  U  als  die  neu  eingeführten 
gelten.  Pfeile  zeigen  an ,  welche  Art  von  Veränderlichen  in  jeder 
Formel  die  unabhängige  sein  soll.  Die  hier  zuerst  eingeführten  Vek- 
toren V  und  Y,  V  und  Y,  dienen  der  Zusammenfassung  von  je  » 
unserer  früheren  Formeln  in  einen  einzigen  Ausdruck,  der  eben  die 
bilineare  Form  ist,  die  wir  der  einzelnen  Zuordnung  von  Vektoren  X 
und  U  zu  Vektoren  X  und  U  oder  umgekehrt  entsprechen  lassen 
wollen : 


(1,1) 

S.-X,Ca-  =  X,; 

^■'^XiCikVk-, 

(l.II) 

^iUiDa=  r,; 

^^■''UiDaY,; 

(2,1) 

X,  =  2^7)a-X,- 

S'.^n-A.X,; 

(2,  II) 

Ui  =  ^'^CaUk; 

^^■kYiCnUk- 

bei  ist,  wie  früher  (S.  91): 

\C\Dn  = 

m,    i-i-^- 

-U    1^11 

2^  Ca  Da  =  1 

(/c=  l...n). 

d  ebenso 

^kC.^D,k=  0 

(^^j), 

S^C,,!),,  =  1 

{k=   1...W), 

2^Ct,i),,  =  o 

(i  ^  j). 

D\  =  l, 


Diese  zwei  Systeme  von  je  n^  Gleichungen  aber  haben  wir  schon 
zusammenfassen  gelernt:    Sie   sagen   nichts   anderes   aus   als  die  viel 
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einfacher  gebauten  Gleichungen  (10)  in  §  9  (S.  108);  wir  haben  nur 
nötig,   die   bilinearen  Formen  (1,1)  und  (1,11)   mit  (XC)(Vr)  und 
{Uzi){DY)  zu  identifizieren. 
Setzen  wir  also 


(3) 


Cik  =  Gil\,     Lik  =  ^iBu 


so  können  wir  die  Formeln  (1)  und  (2)  so  abkürzen: 

(4,1)  {:siC)r=x;     {xc){rvy, —> 

(4,11)  {üzi)D=   U;       (Uzl){DY);  -^ 
(5,1)    X  =  z/(Z>X);       iV^)iDX);  ^- 

(5,  H)  u=  Ciru)x     {CY){ru).  ^- 

Zueinander  kontragredient  sind  also  zunächst  die  beiden 
linearen  Transformationen,  die  durch  die  Formen  (XC)(rV)  und 
{UzJ){DY)  repräsentiert  werden;    zueinander  reziprok  sind  die 

beiden  Transformationen,  die  zu  (XC){rV)  und  (Fz/)(DX)  ge- 
hören; kontragredient  sind  aber  überhaupt  die  beiden  Transfor- 
mationen (4)  und  die  beiden  Nr.  (5);  und  zueinander  reziprok  sind 
ebenso  die  beiden  Transformationen  (I)  und  die  beiden  Trans- 
formationen (11);  hat  man  aus  (4,  I)  X  bestimmt,  so  liefert  (5,  I) 
das  zu  X  gehörige  X.  Als  Folge  der  angeführten  Gleichungen 
ist  noch: 

(f7X)  =  (ÜX). 

Wir  bedenken  nun  zweierlei.  Erstens  können  wir  das,  was  wir 
soeben  durch  besondere  Zeichen,  nämlich  Pfeile,  ausgedrückt  hatten, 
auch  auf  eine  einfachere  Art  zum  Ausdruck  bringen,  indem  wir  immer 
dann,  wenn  der  Pfeil  von  rechts  nach  links  läuft,  die  beiden  Fak- 
toren des  zu  bildenden  symbolischen  Produkts  umstellen.  Wir  bilden 
damit  einen  neuen  Begriff,  den  der  geordneten  bilinearen  Form, 
in  deren  Ausdruck  die  Reihenfolge  der  symbolischen  Faktoren,  d.  i. 
die  Reihenfolge  der  Veränderlichen,  nicht  mehr  gleichgültig  ist,  wie 
sie  es  für  unsere  früheren  Betrachtungen  allerdings  wai".  Zweitens 
können  wir  bemerken,  daß  ja  eine  lineare  Transformation  in  rein 
formaler  Hinsicht,  d.h.  abgesehen  von  der  Bedeutung  der  Veränder- 
lichen, durch  ihre  Koeffizientenmatrix  bestimmt  ist  und  die  ent- 
sprechende bilineare  Form  durch  ihren  Kern,  d.  h.  wieder  durch 
dieselbe  Matrix,  und  daß  es,  um  z.B.  die  Transformation  (2,  I) 
anwenden  zu  können,  nicht  gerade  nötig  ist,   daß  ihre  unabhängige 
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Vei'änderliche  X  vorher  aus  X  mit  Hilfe  der  Formel  (1,  I)  abgeleitet 
worden  v^ar.  Indem  wir  diese  beiden  Gedanken  verbinden,  gelangen 
wir  zu  einer  für  die  Rechnung  bequemeren  Darstellung  der  durch 
die  Formeln  (1)  und  (2)  ausgedrückten  Zuordnungen.  Wir  setzen 
jetzt  fest,  daß  in  einer  bilinearen  Form,  die  als  Symbol  einer 
linearen  Transformation  benutzt  werden  soll,  immer  die 
an  erster  Stelle  stehende  Veränderliche  die  unabhängige 
(und  dann  der  Kern  dieser  in  der  zweiten  Veränderlichen 
linearen  Form  die  abhängige  Veränderliche)  sein  soll. 

Gleichzeitig  ändern  wir  dann  auch  teilweise  die  Bezeichnung 
der  Veränderlichen,  was  statthaft  ist,  solange  es  nur  auf  die  dar- 
zustellenden Transformationen,  nicht  auf  ihre  Objekte  ankommt, 
die  ja  diese  oder  jene  Vektoren  sein  können.  Die  folgenden  Formeln 
werden  dann  immer  noch  genau  dieselben  Transformationen  dar- 
stellen, wie  die  Formeln  (1)  und  (2),  oder  (4)  und  (5),  nur  daß  jetzt 
in  Nr.  (7)  das  X  und  U  genannt  wird,  was  vorher  [in  Nr.  (2)  und 
Nr.  (5)]  X  und  U  hieß,  und  umgekehrt. 

(6,  I)  S'  ^ik  =  X,;      {XC)r  =  X; 


(6,  11)2*-  U.Bn  =  Uk;       {U/])D  =  U 
(7,  I)   2*-  DA  =  X,;       {XD)J  =  X 

(7,  n) 2*  öTui  =  Uk ;     (ur)  c  =  u 


ixcKrv); 

{XD)(Jr); 

{ur){CY). 


Daß  die  Transformationen  (6,  I)  und  (7,  I),  sowie  die  Trans- 
formationen (6,11)  und  (7,  II)  zueinander  reziprok  sind,  wird  jetzt 
durch  die  symbolischen  Gleichungen 

{xc)irD)zJ  =  X,    {uzi){Dr)c  =  u, 

oder  also  durch  die  Forderung  ausgedrückt,  daß  für  alle  X  und  T', 
sowie  U  und  Y, 

,Q^  {xc){rD){JV)  =  {xn 

^  {UzJ)(Dr)iCY)  =  (UY). 

Ebendasselbe  wird  aber  auch  durch  die  Formeln 

iXD){^c)r=  X,     {ur){Czi)B  =  u, 

oder  durch  die  wiederum  identisch  zu  erfüllenden  Gleichungen 

,Qx  iXD)(zic)irv)  =  (xv), 

^  '  {ür){C/J){BY)  =  {ÜY) 

ausgesagt.  Obwohl  alle  diese  Gleichungen  insofern  dieselbe  Forde- 
rung ausdrücken,  als  eine  jede  von  ihnen  Folge  jeder  anderen  ist, 
so  haben  sie  doch  auch  eine  verschiedene  Bedeutung,  da  die  an  erster 

Study,  Invarianten.  o 
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Stelle  links  stehende  unabhängige  Veränderliche  X  oder  U  der  ersten 
oder  zweiten  Vektorenschicht  angehört,  und  auch  dann,  wenn  sie 
zur  selben  Schicht  gehört,  doch  zuerst  zwei  verschiedenen  Trans- 
formationen unterworfen  werden  soll. 

Mit  Hilfe  der  eingeführten  Zeichen  ergibt  sich  nun  eine  sehr 
einfache  Darstellung  der  Zuordnung  von  zwei  algebraischen  Formen, 
deren  Veränderliche  in  einer  linearen  Transformation  und  ihrer 
Reziproken,  oder  in  einem  Paar  von  kontragredienten  Transformationen 
derart  und  ihren  Reziproken,  einander  entsprechen.  Es  werde  sogleich 
der  allgemeinste  Fall  betrachtet,  mit  dem  wir  es  hier  zu  tun  haben. 
Die  gegebene  Form ,  deren  Veränderliche  X,  . . .  und  U,  . . .  den 
zueinander  kontragredienten  Transformationen  (1)  oder  (ti)  unter- 
liegen sollen  1),  heiße 

F  =  {Äxy ...  (Fuy ..., 

und  die  ihr  zugeordnete  Form 

F=iAX)f':..iPUy... 

Da  die  Symbole  A  wie  Vektoren  U  und  die  Symbole  P  wie 
Vektoren   X   zu  transformieren   sind,     so   erhält   man   die    einfache 


(10 

Umgekehrt  wird 
(11) 


{(Ä^){DX)}- ...  {{FC)(rr))-  ...  =  F. 


F  =  {{A  n  (CX)>/  . . .  {(PZ))(z/  U)y  . , 


Natürlich  muß  man  hier  in  jedem  Produkt  {A^d){DX),  wenn 
es  auf  eine  höhere  als  die  erste  Potenz  erhoben  oder  mit  anderen 
Produkten  derart  multipliziert  werden  soll,  bevor  dies  geschieht, 
sich  den  Kern  von  {U^){DX)  eingeführt  denken,  und  Entsprechendes 
gilt  von  den  Produkten  (P  C)  {FU) :  Andernfalls  würden  Mehrdeutig- 
keiten entstehen.  Ist  z.B.  F  =  (AX)^,  und  {UJ){DX)  gleich- 
bedeutend mit  {TJ/J'){B'X),  so  steht  \{AzJ){I>X)\^  zur  Abkürzung 
für  das  Produkt  {A^){DX){A^'){I)' X)  =  (A^){Az/'){DX)(D'X), 
das  minder  übersichtlich  ist. 


1)  So  also,  daß 

ixc)r=  X, ... 

und 

(UJ)D  =  ü,  ... 
wird. 
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Wenden  wir  das  Gesagte  an  auf  bilineare  Formen,  deren  wir 
nach  ihrem  Verhalten  gegenüber  Transformationen  der  Gruppe  G 
drei  „Gattungen"  zu  unterscheiden  haben,  so  erhalten  wir  die  Gegen- 
überstellungen : 

F={AX)(BY),     F=  \iÄ^){DX)\  {(B^){DT)}, 

(12)       F  =  {AX){QV),       F=    {A^){DX)     iQC){rV), 

F=(PU){Qn       F=  {{PC)irU)\  {{QC){rV)\. 

Was  wir  hier  über  den  Zusammenhang  von  bilinearen  Formen 
mit  kontragredienten  Veränderlichen  und  linearen  Transformationen 
gesagt  haben,  läßt  sich  sinngemäß  auf  Formen  mit  kogredienten 
Veränderlichen  übertragen.  Auch  diese  bestimmen  ja,  wenn  ihre 
Diskriminanten  nicht  Null  sind,  lineare  Transformationen,  nur  solche, 
die  (im  Gegensatz  zu  den  bisher  betrachteten)  beide  Schichten  von 
Vektoren  miteinander  vertauschen,  und  sie  sind  umgekehrt  durch 
diese  Transformationen  bestimmt;  und  auch  diese  Transformationen 
lassen  sich  auf  zwei  Arten  zu  Paaren  anordnen,  alskontragrediente 
und  als  reziproke  Transformationen. 

Durch  Hinzufügung  dieser  neuen  Transformationen  entsteht 
eine  Erweiterung  der  Gruppe  6r,  für  die  indessen  ein  besonderes 
Zeichen  hier  entbehrt  werden  kann  i). 

Ohne  eine  besondere  Erläuterung  wird  jetzt  die  folgende  zu 
den  Formeln  (6,  7)  vollkommen  analoge  Zusammenstellung  verständ- 
lich sein: 


(13, 1)  2'  XiAik 

=  Uu; 

iXA)B  =  £■ 

{XA)(BY); 

(13,  H)  2'  U^iu 

=  Xr, 

{UP)Q  =  X-, 

iUP)iQV); 

(14, 1)   S'  piT^'i 

=  Xj; 

{UQ)P=  X; 

(UQ)iPV); 

{U,ll)^i  A^Xi 

=  Uu; 

iXB)A=  f7; 

{XB)iAY). 

Wenn  dann 

^''-\A\-dA,u 

Aru    = 

\P\   9Pa'    ' 

|.|P|  =  1 

ist,  so  stellen  auch  hier  die  durch  das  Zeichen  I,  11  gepaarten  Formeln 
reziproke  Transformationen  dar,  während  die  Paarungen  (13)  und 


^)  Achtet  man  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Vektorkoordinaten,  so 
kommt  man  zu  der  üblichen  Unterscheidung  von  kollinearen  und 
korrelativen  Transformationen. 

8* 
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(14)    kontragrediente   Transformationen     bezeichnen.      Man    hat 
dann,  ähnlich  wie  zuvor  [Nr.  (8,  9)]: 

(XA)(BQ)P=X,     {UP){QB)A  =  U, 
oder 

....  {XA)(BQ){pr)  =  ixr), 

iUF){QB){AY)  =  (UY), 
für  alle  X,  V,  TT,  Y  und  ebenso 

{U  Q)  iPA)B  =  r,     (B X)  {A P)  Q  =  X, 
oder 

....  {UQ)(PA)iBY)  =  {UY), 

(BX)iAP){rQ)  =  (XV), 
für  alle  U,  Y,  X,  V. 

Wenn  es  sich  um  die  Zuordnung  bilinearer  Formen  zu  linearen 
Transformationen  handelt,  sind  also  auch  hier  geordnete  bilineare 
Formen  zu  benutzen,  und  es  sind  vier,  nicht  nur  drei  Arten  oder 
Typen  solcher  Formen  zu  unterscheiden,  die  auf  die  beschriebene 
Weise  gepaart  werden  können.  In  den  zu  (10)  und  (11)  oder  (12) 
analogen  Formeln  sind  natürlich  jetzt,  da  über  die  Zeichen  A,  B, 
P,  Q  schon  verfügt  ist,  zur  Darstellung  der  Formen  F  andere 
Zeichen  (etwa  Ai,  Bi,  Pi,  Qi)  zu  wählen. 

Formen  mit  kogredienten  Veränderlichen,  die  in  solcher  Be- 
ziehung zueinander  stehen  wie  {XA){BY)  und  (XB){AY)  oder 
{UP)(Q  V)  und  {UQ)(PV),  also  solche,  die  zu  transponierten  Ma- 
trizes II  Aijc  [,  \\Ajci]  oder  \\Pik  II ,  ii-Pfct  gehören,  werden  in  der  Literatur 
der  bilinearen  Formen  gewöhnlich  zueinander  konjugiert  genannt 
(nach  Frobenius).  Da  aber  dieses  überhaupt  viel  zu  oft  verwendete 
Wort  in  ähnlichem  Zusammenhang  noch  eine  zweite  ebenfalls  vielfach 
übliche  Bedeutung  hat  ^) ,  so  ziehe  ich  eine  andere  übrigens  auch 
schon  in  Gebrauch  gekommene  Terminologie  vor  und  nenne  die  eine 
Form  die  Transponierte  der  anderen.  Ähnlich  soll  als  Trans- 
ponierte zu  {XC)irV)  die  (geordnete)  Form  {Ur){CY)  gelten, 
wiewohl  in  beiden  die  Veränderlichen  auf  verschiedene  Art  bezeichnet 


^)  Allgemein  heißen  Formen 

(Axr...{vpy...,  (UQr...(BYr..., 

deren  Veränderliche  X  und  U  usw.  V  und  Y  usw.  einander  paarweise  zu- 
geordnet sind  (nach  Rosanes  u.  a.)  zueinander  konjugiert,  wenn  die 
bilineare  Invariante 

{AQY'  ...(BPf  ... 
den  Wert  Null  hat. 
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sind  (was  hier  nebensächlicla  ist  und  nur  der  größeren  Deutlichkeit 
dient).  Ordnen  wir  jeder  der  betrachteten  Formen  ein  einzelnes 
Buchstabenzeichen  zu,  setzen  wir  also  etwa 

T  =  (X  C){rv),      T  = .( rz/)  (D  r), 

S  =  {XA){BY),        Z  =  {VP){QV), 
so  sind  die  zugehörigen  transponierten  Formen 

r  =  {ür){GY),    r  =  {XB){^v), 

S'  =  {XB)iAY),       r  =  iUQ){PV). 

In  gleicher  Weise  Avie  hier  werden  wir  überhaupt  den 
Akzent  zur  Bezeichnung  der  Operation  des  Transponierens 
verwenden.     (Nach  Frobenius.) 

Ist  S  =  S'  oder  Z!  =  2^',  so  heißt  die  Form  S  oder  2J  sym- 
metrisch, ist  S  =  —  S'  oder  U  =  —  £',  so  heißt  S  oder  U  alter- 
nierend. Im  ersten  Falle  bleibt  sie  nämlich  als  Funktion  von 
X  und  Y  (nicht  auch  als  „geordnete  Form")  bei  Yertauschung  von 
X  und  Y  ungeändert,  während  sie  im  zweiten  bei  derselben  Operation 
ihr  Vorzeichen  wechselt.  Jede  symmetrische  Form  ist  Polare  einer 
quadratischen  Form,  und  umgekehrt  ist  eine  Polare  wie  (XL){LY) 
symmetrisch.  Jede  beliebige  bilineare  Form  mit  kogredienten  Ver- 
änderlichen kann  auf  eine  einzige  Weise  als  Summe  einer  sym- 
metrischen und  einer  alternierenden  Form  dargestellt  werden, 

(17)  s  =  So  +  Si,     2::=2;o  +  ^j, 

wo 

N  —  ~2-^'      -^1  —  ^J~^     ^0  —        2       '     ^1  —        2       ' 

wobei  man  natürlich  auch  die  Null  als  „symmetrische"  oder  „alter- 
nierende" Form  gelten  lassen  muß.  Die  Kerne  von  Sq  und  Sj,  deren 
erster  identisch  ist  mit  dem  Kern  einer  bestimmten  quadratischen 
Form,  hängen  dann  vom  Kern  von  S  linear  ab.  Die  ausgeführte 
Zerlegung  von  S  in  zwei  Bestandteile  von  besonderen  Eigenschaften 
aber  ist,  gegenüber  Transformationen  der  Gruppe  Gr,  ein  inva- 
rianter Prozeß.  Das  heißt,  es  ist  einerlei,  ob  man  erst  die  Zer- 
legung vornimmt  und  dann  auf  So  und  Si  eine  bestimmte  lineare 
Transformation  anwendet,  oder  ob  man  umgekehrt  verfährt,  also  erst 
die  transformierte  Form  S  zerlegt.  Umgekehrt  ist  die  Summe  einer 
symmetrischen  Form  Sq  und  einer  alternierenden  Si  irgend  eine  bi- 
lineare Form,  ohne  besondere  Eigenschaften.  Der  Kern  einer  sym- 
metrischen Form  enthält  so  viele  linear-unabhängige  (und  überhaupt 
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ganz  unabhängige)  Konstanten   wie  die  entsprechende  quadratische 

n(n  -\-  l) 
Form,  nämlich  ~ ,    während   die   Konstantenzahl   einer   alter- 
nierenden Form ist. 

Wollte  man  in  ähnlicher  Weise  mit  einer  Form  wie  T  (oder  T) 
verfahren,  so  würde  man  kein  mit  T  (T)  invariant  verbundenes  Er- 
gebnis erhalten.  Diese  Operation  ausführen  zu  wollen,  hätte  also  in 
vorliegendem  Zusammenhang  (im  Rahmen  der  Invariantentheorie 
der  Gruppe  G)  keinen  Sinn.  Wohl  aber  gibt  es  auch  für  solche 
Formen  eine  Zerlegung  in  Bestandteile  mit  einfacheren  Eigenschaften, 
deren  Ergebnis  mit  ihnen  invariant  verbunden  ist.  Man  kann  nämlich 
setzen 

ixc)irv)=={ixc){rv)—  "^(cr).(XF)}-h-(cr).(XF), 

{Uzl}{DY)={{Uzt)iDY) iDzJ).(UY)\  +  ~iD^).{UY). 

n  n 

Der  erste  Summand  hängt  dann  nur  noch  von  n^  —  1  unab- 
hängigen Konstanten  ab.  Er  ist  eine  bilineare  sogenannte  Normal- 
form,  gekennzeichnet  dadurch,  daß  er  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

dX.'oV,^  ^  OXndVn 
oder  der  entsprechenden  Gleichung  für  U  und  Y  genügt  i).  Die 
häufig  vorkommende  Invariante  {OP)  {oder  (Z)z/)}  hat  ebenfalls 
einen  besonderen  Namen  erhalten.  Man  nennt  sie  die  Spur  von 
iXC)irV)  (oder  iU^){DX)\  2),  Der  unsymbolische  Ausdruck  für 
die  Spur  ist  Z!  Ca  (oder  U  Da). 

Natürlich  erstrecken  sich  die  letzten  Erklärungen  auf  bilineare 
Formen  überhaupt,  nicht  nur  auf  solche,  deren  Diskriminanten  von 
Null  verschieden  sind,  und  die  also,  nach  unserer  Terminologie,  mit 
Transformationen,  d.h.  umkehrbaren  Zuordnungen  X  — >  U  und 
U — >■  X  verbunden  sind. 


^)  Wegen  des  allgemeinen  Begriffs  der  Normalform  (in  Veränderlichen 
X,  U)  siehe  T.  F.,  II,  §  3  und  §  11. 

2)  Für  die  Operation,  die  zur  Bildung  der  Spur  führt,  hat  man  neuer- 
dings ein  wunderliches  Wort,  Verjüngung,  eingeführt.  Dieses  ist  aber 
ganz  überflüssig,  da  der  ältere  Ausdruck  Faltung,  der  überdies  diesen 
Prozeß  als  besonderen  Fall  einer  in  weiterem  Umfang  anwendbaren  Operation 
kennzeichnet,  schon  ganz  deutlich  ist.  Ich  bestreite  auch  hier  den  Autoren 
das  Recht  zu  willkürlicher  Vervielfältigung  der  Terminologie. 


I 
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§11- 

Die  Zusammensetzung  bilinearer  Formen. 

Die  symbolische  Bezeichnung,  die  fiktive  Zerlegung  auch  un- 
zerlegbarer Formen  in  Faktoren,  erfüllt  die  Forderung  vollkommener 
Deutlichkeit.  Die  Veränderlichen  in  einer  bilinearen  Form  wurden 
einzeln  bezeichnet,  so  daß  wir  die  Transformierte  irgend  einer  Form 

in  der  ja  viele  Veränderliche  vorkommen  können,  sofort  hinschreiben 
konnten.  Handelt  es  sich  aber  nur  um  die  Forderung,  mehrere 
lineare  Transformationen  nacheinander  auszuführen,  so  kommt  man 
oft  mit  einer  viel  einfacheren  Symbolik  aus.  Offenbar  genügt  es 
nämlich  dann,  jeder  bilinearen  Form  ein  einzelnes  Buchstabenzeichen 
zuzuordnen  (wie  wir  es  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  getan 
hatten),  und  dann  diese  Zeichen,  die  zugleich  auch  als  Zeichen 
linearer  Transformationen  dienen,  nach  Art  eines  Produktes 
nebeneinander  zu  stellen,  mit  der  Maßgabe  jedoch,  daß  bei  einem 
solchen  tatsächlich  Produkt  genannten  Aggregat  von  Zeichen,  die 
Reihenfolge  dieser  Zeichen,  oder  also  der  Faktoren  des  Produktes, 
nicht  gleichgültig  ist  für  das  Ergebnis.  Gleichgültig  dagegen  wird 
jetzt,  in  gewissem  Grade,  die  Benennung  der  Veränderlichen. 

Es  ist  jetzt  z.  B.  einerlei,  ob  wir  z.  B.  die  Form  (XC)  {FV)  oder 
die  Form  {XC){rU)  einer  linearen  Transformation  i^uordnen  wollen. 
Es  kommt  indessen  doch  nicht  nur  auf  den  Kern  an,  der  beide  Male 
derselbe  ist.  Denn  nicht  gleichgültig  ist  hinwieder  die  Verteilung 
der  Veränderlichen  auf  die  zwei  Schichten  von  Vektoren,  wenn  wir 
nämlich  darauf  achten  wollen,  Transformationen  nur  so  zusammenzu- 
setzen, oder  nur  solche  „Produkte"  bilinearer  Formen  zu  bilden,  daß 
alle  eingeführten  Verbindungen  von  Transformationen  oder  Formen 
die  Invarianteneigenschaft  erhalten  in  bezug  auf  Transformationen 
der  Gruppe  G.  Ferner  muß  die  Deutlichkeit  gewahrt  bleiben,  soweit 
sie  hier  noch  nötig  ist.  Man  wird  also  nicht  auf  den  Gedanken 
verfallen,  auch  noch  in  einer  Form  wie  (XÄ)(B  Y)  das  Zeichen  Y 
durch  X  ersetzen  zu  wollen,  wodurch  eine  lediglich  quadratische 
Form  zustande  kommen  würde. 

Was  wir  nun  vorzutragen  haben  werden,  ist  so  elementarer 
Natur,  daß  dieses  alles  recht  wohl  unter  ausschließlichem  Gebrauch 
von  Summen-  und  Produktzeichen  bequem  dargestellt  werden  kann, 
also   ohne  Verwendung  der   symbolischen  Schreibweise.     Und  in  der 
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Tat  sind  die  älteren  Autoren  alle  in  dieser  Weise  zu  Werke  gegangen. 
Für  sie  aber  war  das  Rechnen  mit  bilinearen  Formen  Selbstzweck, 
während  es  für  uns  auch  Mittel  zu  anderen  Zwecken  ist,  für  die  eine 
so  einfache  Symbolik  nicht  mehr  ausreicht.  Es  muß  daher  für  uns 
überall  klar  sein,  wie  der  Übergang  von  den  einfachen  Buchstaben- 
symbolen zu  der  im  engeren  Sinne  sogenannten  sjonbolischen  Be- 
zeichnung herzustellen  ist.  Deshalb  knüpfen  wir  an  die  vorhergehen- 
den Darlegungen  an,  gehen  also  von  symbolischen  Produkten  wie 
{XC)(rV)  usw.  aus,  deren  Bedeutung  ja  nunmehr  dem  Leser 
geläufig  genug  sein  wird. 

Bei  einem  wesentlichen  Teile  des  Vorzutragenden  ist  die  Ein- 
schränkung, daß  die  zu  gebrauchenden  Zeichen  zu  nicht  singulären 
Formen,  d.  h.  zu  Formen  von  nicht  verschwindenden  Diskriminanten 
gehören  sollen,  weder  nötig,  noch  erwünscht  oder  auch  nur  allgemein 
zulässig.     Wir  lassen  daher  diese  Voraussetzung  zunächst  fallen. 

Wir  geben  zunächst  die  Erklärung:  Von  einer  Zusammen- 
setzung oder  von  dem  (symbolischen)  „Produkt"  zweier  ge- 
ordneter bilinearer  Formen  (mit  bestimmter  Reihenfolge 
der  Faktoren)  wird  nur  dann  gesprochen,  wenn  die  zweite 
Veränderliche  des  ersten  Faktors  kontragredient  ist  zur 
ersten  Veränderlichen  des  zweiten  Faktors. 

Unterscheiden  wir  also  die  schon  zuvor  aufgetretenen  vier  Arten 
bilinearer  Formen  durch  ein-  für  allemal  festzuhaltende  Zeichen 

T  =  {XC)irr),  T  =  iUzl)(DY), 

S  =  {XÄ){BY),         E  =  {UP){Q  F), 

wobei  wir  immer  die  erste  Veränderliche,  Je  nach  ihrer  Zugehörigkeit 
zur  ersten  oder  zweiten  Schicht,  mit  X  oder  Z7,  und  die  zweite  Ver- 
änderliche mit  Y  oder  F  bezeichnen,  so  sollen  „Produkte"  nur  nach 
folgendem  Schema  gebildet  werden: 


(1) 


(2) 


— 

s. 

T. 

T. 

^. 

-Si 





-Ss 

Tz 

Tr 

Sz 

Tz 

— 

Ti 

Ts 

23 

2i 

Ts 

U 

~ 

~~ 

(Zulässige  Produkte). 


Formal    ausführbare    Verbindungen,    wie     S^  S^,     S^  T^ 
(die  an  und  für  sich  auch  noch  „Produkte"  genannt  wei'den  können), 
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kommen  also  nicht  vor,  da  sie  kein  (gegenüber  G)  invari- 
antes Ergebnis  haben  würden.  Das  Produkt  Sj  T2  aber  ist  eine 
bilineare  Form  von  der  Art  oder  vom  Typus  S  und  wird  mit  S3 
bezeichnet.     Ist  also  etwa 

S,  =  iXA,){B,  Y),  T,  =  {U^,){D,  Y), 

so  ist  der  Sinn  des  Zeichens 

S3  =  Si  Ts 

erklärt  durch  die  Formel 

S,  =  {XA,)iB,^,){D,Y). 

Allgemein  gilt  für  den  Fall,  daß  die  betrachteten  Formen 
Transformationen  entsprechen  (oder  „Symbole"  solcher  Trans- 
formationen sind) : 

Lineare  Transformationen  werden  zusammengesetzt, 
indem  man  die  ihnen  entsprechenden  bilinearen  Formen 
in  gleicher  Reihenfolge  zusammensetzt  oder  miteinander 
.,multipliziert". 

Zugleich  mit  jeder  der  aufgezählten  Produktbildungen  (^5Ö)(S 
ist  immer  auch  die  andere  ^(5Ö(5)  zulässig,  und  beide  Produkte  von 
je  drei  Faktoren  haben  dasselbe  Ergebnis: 

(2133)^  =  2t  (^S)  =  2l«S. 
(Assoziationsgesetz  der  Multiplikation.) 

Ferner  ist,  wenn  ^j  und  %2^  sowie  '^j  und  '^2  gleichartig  sind 
(zum  selben  Typus  T  oder  T,  S  oder  Z!  gehören)  immer 

(^2ti  -f2l2)33  =  ^a33-f  ^2  33, 

^(33i  +  332)  =  2l5ßi  +  s2i352. 

(Distributionsgesetze  der  Multiplikation.) 

Dagegen  sind  die  Produkte  5133  und  3321  nicht  immer  zugleich 
zulässig,  und  wenn  sie  es  sind,  so  ist  nicht  immer 

3133  =  3321; 

tritt  dies  jedoch  in  einem  besonderen  Falle  ein,  so  heißen  die  Formen 
;'(  und  33  vertauschbar.  Nach  der  getroffenen  Festsetzung  müssen 
sie  dann  beide  zum  Tj^pus  T  oder  beide  zum  Typus  T  gehören. 
Ferner   gilt,    wenn,    wie  in   §  10,   ein   Akzent    den    Übergang    von 
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einer  gegebenen  bilinearen  Form  zur  transponierten  bezeichnet,  die 
Gleichung 

(3)  02133)'  =  iö'r; 
es  ist  also  z.  B.  auch       (.^IS  S)'  =  L^'S'l'. 

Außerdem  gilt  ,  _  ^^ 

Zu  den  Formen  des  Typus  T(T)  gehört  eine  ausgezeichnete 
bilineare  Form,  die  mit  E{H)  bezeichnet  und  eine  „ Einheitsform " 
genannt  werden  soll.     Es  gibt  also  zwei  Einheitsformen, 

(4)  E  =  (XF),     H  =  {UY), 

die  zwar  nur  durch  die  Bezeichnung  und  Stellung  der  Veränderlichen 
unterschieden  sind,  und  für  X  =  Y,  U  ■=  V  dieselben  Zahlenwerte 
haben  werden,  aber  auf  verschiedene  Weise  in  Rechnungen  eingehen. 
Es  ist 


(5) 


ET=::  TE  =  T,     HT  =  TH  =  T, 
ES=  Sil  =  S,      HZ  =  IH  =  Z, 


wie  immer  auch  T,  T,  S,  Z  gewählt  sein  mögen ;  insbesondere  ist 

(6)  EE^E,     HH  =  H, 

während  die  Zusammenstellungen  (Produkte)  E  H   und   H  E  nicht  in 
unserer  Tabelle  stehen.     Natürlich  ist  auch 

E'  =H,     W  =  E. 

E  ist  nach  Nr.  5  mit  jeder  Form  T,  H  mit  jeder  Form  T  ver- 
tauschbar. 

Allgemein  dient,  wenn  in  einem  (symbolischen)  Produkt  von 
geordneten  Formen  T  oder  T  derselbe  Faktor  nmsX  hintereinander 
vorkommt,  zur  Bezeichnung  dieses  Sachverhalts  das  gewöhnliche 
Zeichen  der  Potenzbildung.  Ein  solches  Produkt  heißt  also  T"  oder 
T".  Seine  Faktoren  sind  selbstverständlicherweise  vertauschbar,  es 
ist  also  immer 

J<l.l  2"  V    __     rj-  y,  jr,i    __    rjifi  ^  ^ 

Die  Folge  der  „Potenzen"  T  =  T\  T^T^,  ...  läßt  sich  immer 
um  einen  Schritt  nach  rückwärts  fortsetzen ,  man  kann  eine  (sym- 
bolische) „nullte  Potenz"  erklären  durch  die  Formel 

(7)  ro  =  E,    T"  =  H. 

Ist  aber  die  Diskriminante  j  T  \  oder  |  T  |  von  Null  verschieden, 
so  kann  man   auch  noch  zu  „Potenzen"    mit  negativen  Exponenten 
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übergehen  und  insbesondere  T~^  und  T~^  erklären  durch  die  sym- 
bolischen Gleichungen 

(8)  TT''  =  T-'T  =  E,    TT-i  =  T-iT  =  H, 

von  denen  eine  die  andere  nach  sich  zieht.     Namentlich  ist 

E'' =  E<>  =  E',     H-'  =  H"  =  H'. 

Wenn  z.  B. 

T  =  {xc)irv) 

gesetzt  wird,  so  folgt 

y_i  ^  (^...  r„_,x)(C, ...  c,._iF) 


=  (-1)' 


{n-l)\  \T\ 

^ ^ (xr,...r„-,o(C, ...  Cn-rV) 

{n-iy.\T\ 


mit  dieser,  nicht  der  umgekehrten  Anordnung  der  beiden  Faktoren 
im  Zähler  des  Ausdrucks.  Dieses  ist  also  wieder  eine  geordnete 
Form  vom  Typus  T,  nicht  T;  allgemein  wird  jetzt  für  beliebige 
ganzzahlige  Werte  von  [i  und  v 

T"  T''  =  T ''  T"  =  ^''"  +  " . 

Sind  die  Formen  Ti  und  Tg  oder  Ti  und  T2  vertauschbar,  und 
ist  IT2I  ::^  0,  IT2I  ^  0,  so  wird  auch 

(9)  T,T7'  =  T-'T,,     1,1-'  =  iT'ti, 

und  man  kann  dann  diesen  Umstand  durch  Gebrauch  des  gewöhnlichen 
Zeichens  der  Division 

T,'     1, 

zum  Ausdruck  bringen.  Die  Formel  (9)  ergibt  sich,  ohne  jede 
Rechnung,  aus  dem  Zusammenhang  der  Formen  mit  linearen  Trans- 
formationen, wenn  man  den  Fall,  daß  I\  und  Ti  keiner  Transformation 
entsprechen,  als  Grenzfall  auffaßt  und  behandelt. 

Hatten  wir  es  mit  Formen  S  oder  U  zu  tun,  so  hat  es  hier  im 
allgemeinen  keinen  Sinn,  von  Potenzen  einer  solchen  Form  reden  zu 
wollen,  d.  h.,  formal  zu  bildende  „Potenzen"  etwa  von  S  sind  gegen- 
über (t  ebensowenig  mit  S  invariant- verbunden ,  wie  Produkte  der 
Form  SiSk  mit  ihren  Faktoren  überhaupt.  Wenn  aber  die  Form  S 
oder  2J  nicht-singulär  ist,  so  gehört  gleichwohl  zu  ihr  eine  Form, 
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auf  die  die  Potenzbezeichnung  anwendbar  ist,  nämlich  ihre  Reziproke, 
die  dann  eben  nicht  wieder  eine  Form  des  Typus  S  oder  2J,  sondern 
eine  Form  vom  Typus  2J  oder  S  ist.  Wir  erklären  die  Zeichen 
S~i  und  2J~^  durch  die  Gleichungen  (symbolischen  Glei- 
chungen) 

von  denen  wiederum  Jedesmal  eine  die  andere  nach  sich  zieht;  so 
daß,  z.  B.,  wenn 

S  =  {XA){BY) 
gesetzt  wird, 

C-l  _  (_  nn  +  i  (^^i---^>>-i)(A--.^u-iF) 
^^      ^  (^-1)!|S| 

wird.  Natürlich  ist  auch,  wenn  S~^  und  I^~'^  überhaupt  gebildet 
werden  können,  (S~^)~-'  ^=  S,  (2^'~'^)~^  =  U.  Es  folgt  dann,  wenn 
(wie  zuvor)  %  und  23  irgendwelche  nach  der  Regel  (2)  zusammen- 
setzbare, nun  aber  nicht-singuläre  Formen  bezeichnen, 

(11)  (5123)-^  =  23-1 2(-i, 

und  außerdem  ergibt  sich  noch ,  daß  —  wieder  unter  der  Voraus- 
setzung I  ^  I  =^  0  — 

(12)  m-^  =  i%-^y 

ist.  Diese  Form  repräsentiert  nun,  wie  wir  schon  wissen,  die  zur 
Transformation  21  kontragrediente  Transformation.  Sie  wird  mithin, 
als  bilineare  Form,  die  zu  ^  kontragrediente  Form  zu  nennen 
sein.  Bezeichnen  wir  sie  einfacher  mit  A  und  brauchen  wir  ent- 
sprechend die  Zeichen  B  und  f,  so  sehen  wir  aus  (3)  und  (12),  daß 
jede  der  symbolischen  Gleichungen 

(13)  2123  =  S,    AB  =  r 

die  andere  zur  Folge  hat.  Dies  ist  nur  eine  andere  Form  der  nach 
dem  Früheren  selbstverständlichen  Aussage,  daß  mit  der  Zusammen- 
setzung von  zwei  linearen  Transformationen  die  in  derselben  Auf- 
einanderfolge zu  bewirkende  Zusammensetzung  der  kontragredienteu 
Transformationen  invariant-verbunden  ist. 

Die  doppelte  Schreibart  (12)  der  kontragredienteu  Transformation 
zu  21  ist  noch  immer  ein  wenig  unbequem.  Wir  können  aber  fest- 
setzen, daß  kontragrediente  Transformationen  oder  Formen 
eben  durch  die  Zeichen  T  und  T,  S  und  Z  dargestellt  werden 
sollen. 
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Tun  wir  das,  setzen  wir  also  nunmehr 
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14) 


T  =  (X  C)  (r  V)„     T  =  {U^)  {I)  Y) , 
S  =  (XA)  (B  F),      I  =  (UF)  iQV), 


üit  der  besonderen  Bestimmung,  daß 

(C, ...  Cn-iU){r, .. 


{U^){DY)  = 


Y) 


md  also 

{xc)(rr)  = 

ie 

erner 

iUP)iQV)  = 
nd  daher 


(n-l)l\T\ 

..z^„_iX)(Z>i...D.,_iF) 


i^i 


{XA){BY) 


(n-l)!|T| 

|2|.|T|  =  1, 

U,  ...  A.,-,U){B,  ...  Bn-iV) 
(n-lj!  |S| 

(P,  ...Pn^,X){Q,  ...   Qn-lY) 


(n-l)!|Z| 
|S|.|2:|  =  1 


erden  soll,  so  wird 

^^^  (S')-'  =  I,    (2:')-^  =  s, 

ier,  was  dasselbe  aussagt, 

,,  T'  =  j-\  r  =  T'\ 

'^  S'  =  1~\     1=  s-\ 

daß  bei  Rechnungen  mit  Formen,  die  Transformationen  entsprechen, 
is  Zeichen  (')  ganz  entbehrt  werden  kann.  Die  Tafel  (10)  wird 
mn  zu  ergänzen  sein  durch  die  folgende 


7) 


T-i  =  (ZD)(z/F), 
S-i  ={UQ)(PV), 


=  (ur)(CY), 

=  (XB)iAY). 


Mit  Hilfe  der  eingeführten  Zeichen  läßt  sich  unter  anderem 
hr  bequem  die  Forderung  ausdrücken,  daß  irgend  eine  unserer 
ransformationeu  %  einer  anderen  53  unterworfen  werden  soll.     Ist 

B.  31  eine  Transformation  vom  Typus  T,  die  eine  Zuordnung  von 
ektoren  X->  X  bestimmt,  und  33  eine  ebensolche  Transformation, 
e    den   Vektoren    X    und    X   andere    zuordnet  nach   dem   Schema 

^X',   X-^X',   so  ist  33-^31^    die   Transformierte   von   % 
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vermöge  "ü;  sie  ordnet  dem  Vektor  X'  unmittelbar  den  Vektor  X'  zu, 
X'  ->■  X'.  In  den  anderen  Fällen,  die  übrigens  genau  so  zu  behandeln 
sind ,  sehen  die  Formeln  zum  Teil  anders  aus ,  weshalb  wir  sie  zu 
bequemem  Gebrauch  in  einer  Tabelle  zusammenstellen.  Das  Objekt, 
der  Operandus,  die  zu  transformierende  Transformation  31,  wird 
mit  einem  der  Zeichen  S*,  T*,  T*,  2^*  verbunden.  Die  transfor- 
mierenden Transformationen,  die  Operatoren,  werden  zweckmäßig 
nach  dem  Schema  (14)  zu  Paaren  kontragredienter  Transformationen, 
X  =  (T,  T),  3  =  (S,  2^)  zusammengefaßt.  Sie  werden  also  zu  einer 
„Transformation  der  Gruppe  G",  oder  ihrer  Erweiterung  (S.  115)  zu- 
sammengefaßt. Die  transformierte  Transformation,  d.  h.  ihr 
Symbol,  ist  dann  der  folgenden  Tabelle  zu  entnehmen: 


(18) 


% 

s* 

T* 

r 

1* 

%  = 

T- 

2"— 1  T*  T 
=  T* 

T- 

-iT*T 

=  r 

T- 

^2*T 

=  ^* 

(S,l) 

S- 

-iS*2 

=  2* 

S-iT*S 

=  r 

2- 

-t;/ 

2- 

^2*S 

Insbesondere  folgt  aus  (5)  und  (10),  daß  die  beiden  Einheits- 
formen  von  den  Transformationspaaren  %  in  Euhe  gelassen  und  von 
den  Transformationspaaren  ®  vertauscht  werden : 

T-'ET  =  E.      T-^HT=H, 
S'-^ES  =  H,      2:-'H2:=  E: 


(19) 


was   natürlich   auch   von   vornherein  klar   ist,   da  E  und  H   die  Be- 
deutung 

X  =  X     und      U  =  U 
haben. 


1)  Lineare  Transformationen  oder  bilineare  Formen,  die  einander 
durch  Transformationen  von  G  zugeordnet  werden  können,  also  S*  und_ö'*, 
T*  und  T*,  T*  und  T*.  2*  und  2*,  heißen  nach  Frobenius  zueinander 
ähnlich.  Ich  kann  auch  diese  Terminologie  nicht  annehmen,  da  das 
Wort  ähnlich  in  der  Geometrie,  auf  die  das  Rechnen  mit  bilinearen  Formen 
unmittelbare  Anwendung  findet ,  von  altersher  eine  andere  Bedeutung 
hat.  Noch  weniger  kann  ich  mich  damit  einverstanden  erklären ,  daß 
Frobenius  und  andere  das  Wort  äquivalent,  das  in  der  Gruppentheorie 
nirgends  zu  entbehren  ist ,  für  einen  ganz  speziellen  Zweck  festlegen 
wollen.  Wir  sagen,  daß  S  und  <S'*  usw.  äquivalent  sind  gegenüber 
Transformationen  von  G,  oder  daß  sie,  in  der  Theorie  der  Gruppe  G 
miteinander  gleichberechtigt  sind. 
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In  allen  Fällen  hat  das  Bestehen  einer  Gleichung  der  Form 
5li  3I2  =  %3  das  Bestehen  der  entsprechenden  Gleichung  5ti  Slg  ^  9I3 
zur  Folge.  Aber  offenbar  ist  es  nicht  nötig,  daß  die  zu  trans- 
formierenden Formen  S*,  T*,  T*,  Z*  zu  Transformationen  (in 
unserem  Sinne)  gehören.  Auch  wenn  diese  Formen  singulär  sind, 
liefern  die  Formeln  (18)  andere,  die  wir  als  die  Transformierten 
von  jenen  vermöge  ©  oder  2?  erklären  können.  Und  dieser  Begriff 
der  Transformation  einer  bilinearen  Form  ordnet  sich  dann  dem  viel 
umfassenderen  Begriff  der  Transformation  einer  beliebigen  Form 
durch  ein  Paar  kontragredienter  Transformationen  der  Gruppe  6r 
unter. 

Das  Rechnen  mit  bilinearen  Formen,  von  dem  wir  später  verschiedene 
Anwendungen  kennen  lernen  werden,  gebt  in  seinen  Anfängen  auf  Gay ley 
zurück.  Es  erscheint  in  der  älteren  Literatur  und  in  einem  Teile  der 
neueren  als  ein  Rechnen  mit  Matrizen.  Man  kann  nämlich  das  „Pro- 
dukt" von  zwei  quadratischen  Matrizen  ||ü|j;ii  und  ||C|.|j  als  eine  neue 
Matrix  |  "^^k  C^^  Cf^  \\  erklären ,  und  dann  läuft  die  Multiplikation  der 
Matrizen  parallel  mit  der  Multiplikation  der  bilinearen  Formen  2  X^  CJ^  Vf^ 
und  2'X^  Clj  Vj  oder  (XÜ-^)  {F^  F)  und  (X  C^)  {F^  V) ,  wie  sie  im  Texte 
erklärt  worden  ist.  Frobenius  hat  diesem  Zweige  formalen  Rechnens  eine 
hohe  Ausbildung  gegeben.  Die  wichtigste  Schrift  über  diesen  Gegenstand 
ist  ohne  Zweifel  seine  Arbeit  aus  dem  Jahre  1878  (Journal  für  Mathematik, 
Band  84).  Siehe  auch  das  treffliche  Referat  von  A.  Loewy  in  Pascals 
Repertorium  der  höheren  Analysis  (Deutsche  Ausgabe,  2.  Aufl.,  1910;  I, 
Kap.  II,  §6).  Bei  den  Rechnungen  mit  höheren  komplexen  Zahlen 
handelt  es  sich  um  verschiedenartige  Ausschnitte  aus  dem  Rechnen  mit 
Matrizen  oder  bilinearen  Formen,  worauf  in  Schriften  von  Mathematikern 
englischer  Zunge  durch  den  Ausdruck  Universal  Algebra  hingewiesen  wird. 
(Vgl.  Loewy,  a.  a.  O. ,  §7,  und  E.  Cartan,  Artikel  Nombres  com- 
plexes  [I,  5,  1908]  der  französischen  Enzyklopädie,  Nr.  21  — 37).  Mir 
scheint  dieses  Wort  zu  anspruchsvoll,  denn  die  „universelle"  Algebra  ist 
ja  selbst  wieder  ein  Ausschnitt  aus  der  Algebra. 

Aus  dem,  was  eben  über  die  Leistung  von  Frobenius  gesagt  wurde, 
folgt  nicht,  daß  man  seine  Theorie  mit  Haut  und  Haaren  hinuntei'schlucken 
müßte.  Ich  kann  es  nicht  als  einen  glücklichen  Umstand  betrachten,  daß 
man  einen  solchen  Stoff  so  ganz  wie  ein  Ding  für  sich  behandelt  und  gar 
keine  Rücksicht  darauf  genommen  hat ,  daß  in  der  projektiven  Geometrie 
wie  in  der  Invariantentheorie  der  linearen  Transformationen  zahlreiche 
(und  zum  Teil  viel  umfassendere)  Begriffsbildungen  nächstverwandten 
Inhalts  schon  vorhanden  waren.  Schon  die  grundlegenden  Definitionen 
sind  rein  formaler  Natur,  die  Frage  nach  allen  möglichen  Invarianten  bi- 
linearer Formen  (gegenüber  der  Gruppe  G)  taucht  in  dieser  Literatur, 
soweit  meine  Kenntnis  reicht,  nirgends  auf.  Überhaupt  fehlt  die  Gliede- 
rung des  Stoffes  nach  gruppentheoretischen  Gesichtspunkten ,  und  daher 
auch  die  grundsätzliche  Unterscheidung  von  zwei  Arten  von  Veränder- 
lichen X  und   U ,    deren   Bedeutung   von  Vertretern   der   projektiven  Geo- 
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metrie  längst  erkannt  und  gewürdigt  worden  war.  Ja,  es  scheint  beinahe' 
daß  man  sich  mit  Absicht  um  diese  Dinge  nicht  gekümmert  hat.  So  be- 
deuten für  Frobenius  und  seine  Schule  die  vier  bilinearen  Formen 

IX,  v„  iu,Y„  sx,y„  iu,v, 

alle  dasselbe  —  daß  sie  alle  zur  selben  Koeffizientenmatrix,  der  „Einheit s - 
matrix",  gehören,  also  formal  einander  gleichen,  ist  der  entscheidende 
Gesichtspunkt.  Dieselben  Veränderlichen  werden  bald  diesen ,  bald  jenen 
Transformationen  unterworfen ,  und  so  kommt  eine  gruppentheoretische 
Gliederung  des  Stoffes  nicht  zustande :  Der  Geometer,  der  ein  Bedürfnis, 
und  zwar  ein  sehr  lebhaftes,  nach  besserer  Ordnung  hat,  mag  zusehen,  wie 
er  sich  zurechtfindet.  Ich  kann  also  die  Unterscheidung,  die  hier  durch 
Einführung  zweier  Einheitsformen 

E  =  JZ,.  r.  =  (X  F),     H  =  ^  U,  Y^  =  (U  Y) 

zum  Ausdruck  gebracht  worden  ist,  und  die  anderen  Unterscheidungen,  die 
damit  zusammenhängen,  durchaus  nicht  als  etwas  Nebensächliches  ansehen, 
mögen  andere  dazu  sagen,  was  sie  wollen.  (Eine  formale  Übereinstimmung 
hat  auch  sonst  schon  gelegentlich  zum  Zusammenwerfen  wesentlich  ver- 
schiedener Begriffe  geführt.  S.  darüber  A.  Krazer,  Lehrbuch  der  Theta- 
funktionen,  1903,  S.  266.) 

Als  jedenfalls  nicht  ganz  unwesentlich  erscheint  mir  noch  ein  anderer 
Punkt,  in  dem  ich  ebenfalls  von  meinen  nächsten  Vorgängern  abweiche, 
mich  aber  wiederum  in  Übex-einstimmung  mit  dem  halte,  was  in  der  Geo- 
metrie und  besonders  in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  als  nützlich 
befunden  worden  ist.  Wenn  wir  eine  Transformation  ausführten,  so 
ließen  wir  z.  B.  aus  einem  Vektor  X  einen  neuen  Vektor  X  entstehen. 
Abweichend  hiervon  arbeiten  Frobenius  u.a.  vorzugsweise  mit  dem  Be- 
griffe der  Substitution.  In  der  hier  angewendeten  Sprache  würde  der 
Unterschied  so  zu  kennzeichnen  sein,  daß  im  zweiten  Falle  der  Vektor  der- 
selbe bleibt,  aber  einem  anderen  System  von  Zahlen  zugeordnet  wird. 
Oder,  in  der  Sprache  der  Geometrie :  Während  im  ersten  Falle  das  Koordi- 
natensystem dasselbe  bleibt  und  die  untersuchten  Figuren  geändert  werden, 
bleiben  im  zweiten  umgekehrt  die  Figuren  ungeändert ,  es  wird  aber  ein 
neues  Koordinatensystem  eingeführt.  Beides  läuft,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  war  (S.  19),  im  wesentlichen  auf  dasselbe  hinaus,  und  jede  dieser 
Auffassungen  hat  ihre  Berechtigung.  In  den  Formeln  bedingt  übrigens 
die  verschiedene  Auffassung  gewisse  Unterschiede,  was  weiterhin  zu  beachten 
sein  wird ,  damit  nicht  Widersprüche  vermutet  werden  können ,  wo  keine 
sind.  Zum  Beispiel  heißt  das,  was  hier  durch  das  Zeichen  ?t— 1^8  51  dar- 
gestellt wird,  bei  Frobenius  und  anderen  ?l  33  51- i. 

Daß  es  nicht  gleichgültig  ist ,  von  welcher  Seite  her  man  den  Aus- 
gangspunkt nehmen  soll ,  erkennt  man ,  wenn  man  sich  unserer  Grund- 
definition ,  der  des  Vektors  erinnert.  Für  uns  war  der  Vektor  auf  sehr 
einfache  Art  definiert :  Als  ein  bestimmtes  System  von  Zahlen.  Wie  aber 
sieht  seine  Definition  im  anderen  Falle  aus?!  Hierzu  kommt  dann  noch 
ein  anderes.  Ein  EUipsoid  z.  B.  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  sind 
kollineare  (projektiv -äquivalente)  Figuren,  aber  schlechthin  äquivalent 
sind  sie  darum  nicht.  Also  müßten  einer  systematischen  Ausführung  jener 
zweiten  Auffassung  eigentlich   ziemlich   umfangreiche   gruppentheoretische 
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Erörterungen  vorhergehen ,  während  es  didaktisch  richtiger  scheint ,  die 
Bedeutung  des  Gruppenbegriffes  zugleich  mit  der  Behandlung  solcher 
Beispiele  ins  Licht  treten  zu  lassen. 

Übrigens  wird  man  nicht  übersehen  dürfen,  daß  das  Gesagte  sich  auf 
die  systematische  Ordnung  des  Stoffes,  und  zwar  zunächst  auf  die  Theorie 
der  Gruppe  G  aller  linearen  Transformationen  bezieht.  Diese  ist,  im  Ver- 
gleich zur  Gruppe  der  orthogonalen  Transformationen,  die  umfassendere, 
und  sie  hat  daher  das  engere  Invariantensystem.  Handelt  es  sich  nur  um 
orthogonale  Transformationen  und  um  Invarianten  dieser  Gruppe,  so  würden 
die  vorhin  als  Beispiel  angeführten  vier  Formen  in  der  Tat  nicht  als 
wesentlich  verschieden  gelten  können ,  da  dann  eben  die  Unterscheidung 
zweier  „Schichten"  von  Vektoren  entbehrlich  wird.  In  diesem  Zusammen- 
hange wird  man  also  sehr  wohl  auch  solche  Formen  wie  SX^A^j^  Yj^  und 
2  Xj.  Bj.  •  Yj  in  einem  „Produkt"  2"  X^  A^j^  B^j  Yj  sinnvoll  verbinden 
können.  Bei  Frobenius  aber  wird  nicht  gesagt,  daß  es  sich  dann 
um  orthogonale  Invarianten  handeln  -soll ,  es  ergibt  sich  das  nur  aus 
dem  Zusammenhang:  Der  Gruppenbegriff  als  klassifikatorisches  Prinzip 
(zuerst  von  F.  Klein  betont  in  seinem  „Erlanger  Programm",  1871)  ist 
dieser  Schule  fremd,  ebenso  wie  so  ziemlich  die  gesamte  Geometrie. 

Die  Art,  wie  sich  die  Invariantentheorie  der  orthogonalen  Transforma- 
tionen in  die  Invariantentheorie  der  Gruppe  G  einordnet,  soll  nun  Gegen- 
stand unsei-er  ferneren  Untersuchung  sein. 
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Invariantensysteme,  an  denen  eine  quadratische  Form  beteiligt  ist. 

Wir  setzen  zunächst  die  in  §  10  und  §  11  augestellte  Unter- 
suchung noch  ein  wenig  fort. 

Wir  haben  gesehen,  daß  zu  jeder  linearen  Transformation,  deren 
Objekte  Vektoren  erster  (oder  zweiter)  Schicht  sind,  eine  andere 
gehört,  deren  Objekte  Vektoren  zweiter  (oder  erster)  Schicht  sind: 
die  zu  ihr  kontragrediente  Transformation.  So  gehören  zu 
Transformationen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zu  bilinearen 
Formen  der  vier  Typen 

(1)  S,  T,  T,  Z 

als  kontragredient  die  Transformationen  und  Formen 

(2)  {s')-\  (r)~\  (T')-\  ii'r\ 

die  sich  wieder  auf  die  vier  Typen,   aber  in  der  umgekehrten  Folge 

(■^)  (I),     (T),      in      (s) 

study,  Invarianten.  n 
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verteilen.  Nehmen  wir  au ,  daß  die  in  (2)  und  (3)  übereinander- 
gestellten  Zeichen  gleichbedeutend  sein  sollen,  so  werden,  wie  gesagt, 
die  unter  (1)  aufgeführten  Zeichen  der  Reihe  nach  gleichbedeutend  mit 
(4)  {T)-\      {T')-\      {T')-\      {S')-\ 

Werden  zwei  Transformationen  oder  Formen  der  vier  Typen 
in  der  durch  die  Tafel  (2)  auf  S.  120  näher  bezeichneten  Art  zusammen- 
gesetzt, so  werden  die  zu  ihnen  kontragredienten  Transformationen 
in  derselben  Reihenfolge  zusammengesetzt. 

Ebenso  nun  wie  die  Veränderlichen 

X,Y,...,U,V,... 
erster  und  zweiter  Schicht  verhalten  sich  die  ihnen  entsprechenden 
Symbole 

P,Q,...,       Ä,B....     (^  5,  S.56;  §  8,  S.97). 

Wir  erhalten  also,  wenn  sich  in  der  früher  beschriebenen  Weise 
(§  10,  Nr.  10,  S.  114)  Formen,  in  denen  sich  die  Veränderlichen  kontra- 
gredient  entsprechen,  solche  wie 

(5)  {Axr...{pvr ..., 

(6)  {QU)f^  ...{BYr... 

unseren  Transformationen  unterwerfen,  neue  Paare  entsprechender 
Transformationen,  die  sich  auf  entsprechende  Weise  zusammensetzen 
und  deren  Objekte  eben  die  Kerne  (Koeffizientensysteme)  der  ein- 
ander gegenübergestellten  algebraischen  Formen  sind.  Wir  sagen, 
diese  Paare  von  Transformationen  —  die  wir  in  einfachen  Fällen 
schon  betrachtet  haben  —  seien  durch  die  Paare  S,  I  und  T,  T 
induziert^),  und  bemerken,  daß  im  allereinfachsten  Falle,  wo  es 
nämlich  nur  ein  J.  und  ein  Q  gibt  und  die  Ordnungszahl  m  über- 
dies die  Einheit  ist,  sich  dieser  Begriff  auf  den  Begriff  eines  Paares 
kontragredienter  Transformationen  reduziert. 

So  erhalten  wir  nun  eine  unendliche  Menge  neuer  linearer 
Transformationen,  die  sich  ersichtlich  zu  Gruppen  zusammenschließen, 
derart,  daß  jedesmal  die  Zusammensetzung  von  Paaren  kontra- 
gredienter Transformationen  S,  2J  oder  T,  T  die  Zusammensetzung 
der  entsprechenden  Paare  induzierter  Transformationen  nach  sich 
zieht.  Grundsätzlich  würde  nichts  im  Wege  stehen,  die  Koeffizienten- 
systeme solcher  Formen  wie  (5)  und  (6)  als  „Vektoren  erster  und 
zweiter  Schicht",  nun  aber  in  Gebieten  höherer  Stufe,  als  eine 
„Welt  für  sich"  zu  behandeln,  und  für  jedes  dieser  Gebiete  die  Ent- 


^)  Dieser  Terminus  rührt  her  von  dem  amerikanischen  Mathematiker 
F.  Franklin. 
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wickluug  einer  besonderen  Invariantentheorie  der  induzierten 
Gruppe  zu  verlangen.  In  einzelnen  Fällen  kann  es  ganz  ange- 
messen sein,  diesen  Gedanken  wirklich  auszuführen.  So  werden  wir 
z.  B.  sehen,  daß  unsere  Theorie  der  orthogonalen  Invarianten  im  Falle 
n  =  3  gar  nichts  anderes  ist,  als  die  Invariantentheorie  einer  solchen 
induzierten  Gruppe,  und  wenn  es  uns  nicht  an  Raum  fehlte,  würden 
wir  noch  zeigen  können ,  daß  es  sich  in  den  Fällen  n  =  4  und 
n  =  6  nicht  viel  anders  verhält. 

Aber  eine  derartige  Auswahl  und  Systematisierung  des  zu  be- 
handelnden Stoffes  würde  immer  nur  eine  Menge  von  Ausschnitten 
aus  einer  viel  umfassenderen  Theorie  darstellen ,  die  besser  den  Ab- 
sichten entspricht,  die  die  Begründer  der  Invariantentheorie  von  An- 
fang an  verfolgt  haben.  Anstatt  von  vielerlei  „induzierten"  Trans- 
formationen und  von  besonderen  „induzierten  Gruppen"  zu  reden, 
können  wir  auch,  mit  leichten  Änderungen  der  bisher  von  uns  an- 
gewendeten Wortprägungen,  den  Inbegriff  aller  Jener  Transforma- 
tionen als  eine  einzige  „Transformation"  und  den  Inbegriff  aller 
zugehörigen  Gruppen  als  eine  einzige  „Gruppe"  bezeichnen,  und  die 
Unterscheidungen ,  auf  die  es  nach  wie  vor  ankommen  muß ,  an  den 
Objekten  zum  Ausdruck  bringen.  Diese  Objekte  sind  dann  die 
Kerne  irgendwelcher  algebraischer  Formen. 

Wir  wollen  jetzt  diese  im  Grunde  auch  bisher  schon  von  uns 
befolgte  Darstellungsforin  durch  Einführung  geeigneter  Zeichen  noch 
anschaulicher  gestalten. 

Anstatt  zu  sagen:  Wir  haben,  im  Bilde  der  entsprechenden  bi- 
linearen Formen 

T  =  (X  C)  (r u),   j  =  {rj){B X) 

zwei  verschiedene  „kontragrediente  Transformationen" 

{CX)r=X,     {ÜJ)B=U 

vor  uns,  können  wir  —  hoffentlich  ohne  begründeten  Anlaß  zu  Miß- 
verständnissen zu  geben  —  uns  auch  so  ausdrücken:  Wir  haben 
beide  Male  dieselbe,  nun  also  mit  einem  besonderen  Zeichen  Z  zu 
verbindende  „Transformation"  vor  uns;  nur  ist  sie  das  eine  Mal  an- 
gewendet auf  Vektoren  X  der  ersten  Schicht  und  das  andere  Mal 
auf  Vektoren  U  der  zweiten  Schicht.  Entsprechend  erscheinen  dann 
auch  die  Kerne  irgendwelcher  algebraischer  Formen  (Nr.  5,  6)  immer 
als  Objekte  derselben  Transformation  %,  wie  kaum  mehr  ausgeführt 
zu  werden  braucht.  Geht  man  dann  von  einer  Art  von  Objekten, 
etwa  von  Vektoren  X  erster  Schicht,  zu  einer  anderen  über,  z.  B.  zu 
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Vektoren  zweiter  Schicht,  oder  zu  Kernen  quadratischer  Formen 
{UPy^  usw.,  so  hat  man  die  von  Plücker  als  Wechsel  des  Raum- 
elementes bezeichnete  Operation  vorgenommen  i). 

Offenbar  ist  die  eine  Ausdrucksweise  ebenso  deutlich  wie  die 
andere,  und  es  muß  auf  die  Umstände  ankommen,  ob  man  dieser 
oder  jener  den  Vorzug  geben  will.  Die  Berechtigung  unserer  jetzigen 
Darstellungsform  aber  leuchtet  daraus  hervor,  daß  man  sehr  wohl 
einen  Vektor  zweiter  Schicht  unter  ausschließlicher  Benutzung  von 
Vektoren  erster  Schicht  erklären  kann ,  und  daß  für  irgendwelche 
algebraische  Formen  Entsprechendes  gilt.  Es  ist  ja  ein  Vektor  U 
zweiter  Schicht  gar  nichts  anderes  als  der  Kern  einer  linearen  Form 
( ü  Y),  deren  Veränderliche  ein  Vektor  Y  der  ersten  Schicht  ist,  usw. 

Nimmt  man  das  Wort  lineare  Transformation  in  dem  umfassen- 
deren Sinne,  von  dem  soeben  die  Rede  war,  so  können  solche  Trans- 
formationen (S  (repräsentiert  durch  Paare  kontragredienter  Formen 
S,  Z)  und  2  (repräsentiert  durch  Paare  T,  T)  unter  allen  Um- 
ständen zusammengesetzt  werden ,  und  als  Ergebnis  oder  Produkt 
dieser  Zusammensetzung  erhält  man  eine  dritte  lineare  Transformation 
nach  je  einem  der  Schemata  2) 

®i  ®2  =  %,     ®i  Ja  =  ®3.  ■ 

-ti  ^'2   ^^    ®3)        -^1  ■^•2    ^^=    2^3- 

Die  entsprechenden  Formeln  für  die  Zusammensetzung  der  zuge- 
hörigen Paare  von  bilinearen  Formen  aber  sind  der  Reihe  nach: 

{S.i:,  =  T„     E,  S,  =  T3I.     {S,  T,  =  Ss,     2:,  T,  =  2:3}, 
{T,S,  =  Ss.     T,2J,  =  i:,\,    {T,T,=--Ts,    T,  T^  =  T3I. 

Vgl.  §  11,  Nr.  2.  Die  Bedingung  der  Ver tauschbarkeit  zweier 
Transformationen  (5  oder  X,  d.i.  die  Unabhängigkeit  ihres  „Pro- 
dukts" von  der  Reihenfolge  der  Faktoren,  drückt  sich  in  diesen 
Symbolen  immer  in  gleicher  Weise  aus :  (5^(52  =  ®2  ®i  >  ®i  2^2 
=  2^2  ®i  >  2^12^2  =  2^2  2i.  Verschiedene  Formeln  (Formelpaare) 
aber  erhalten  wir  in   den   nunmehr  zu  unterscheidenden  drei  (statt 


1)  Bekanntlich  hat  Plücker  in  die  projektive  Geometrie  des  „gewöhn- 
lichen" Kaumes  die  gerade  Linie  als  Raumelement  eingeführt:  Dieses 
war  der  Ursprung  des  projektiven  Zweiges  der  heutigen  Liniengeometrie. 
Ich  sage  des  projektiven  Zweiges,  da  es  doch  (was  vielen  unbekannt  zu 
sein  scheint)  noch  andere  Arten  von  Liniengeometrie  gibt. 

2)  Die  hier  zwiefach  auftretenden  Zeichen  ©3  und  %s  haben  natürlich 
jedesmal  eine  andere  Bedeutung;  sie  bezeichnen  nur  die  Art  oder  den 
„Typus"  der  resultierenden  Transformation. 
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vier)  Fällen,   wenn  wir  zu   den  Symbolpaaren  S,  Z  und  T,  T  über- 
gehen.    So  gehören  die  folgenden  Formeln  zusammen : 


(7) 


®1©2   =   ®2®1   =   2:3, 

s,u,  =  s,i:,  =  T„    2J,s,  =  2:,s, 

=  T3; 

(B,Z,  =  %,^,  =  (B^, 

SrT,  =  T,S,  =  S,.     U,T,  =  T,Z, 

=  ^3; 

Z,Z,  =  %,Zr  =%,, 

1\T,  =  T,T,  =  T„     TiT^^T^T, 

=  T3. 

Man   kann   z.  B.   auch  sagen , 
Gleichungen 


es  enthalte  jede  der  symbolischen 

ST  =  TS,  ZT  =  T2; 
den  Ausdruck  der  Bedingung  dafür,  daß  eine  Transformation  X  eine 
bilineare  Form  vom  Typus  S  oder  2J  „in  Ruhe  läßt".  Jede  von  beiden 
Gleichungen  zieht  die  andere  nach  sich,  und  die  zu  X  gehörigen 
Formen  T,  T  haben  die  Eigenschaft,  daß  jede  von  der  anderen  linear 
abhängt  —  also  wie  bei  kontragredienten  orthogonalen  Trans- 
formationen ,  bei  denen  freilich  T  und  T  überdies  zusammenfallen. 
Genau  wird  dieser  Sachverhalt  durch  die  Formeln 


(8) 


TS 


2J  T  2:- 


T  =  Z-^TZ 


STS- 


UTS,     T  =  STi: 


ausgedrückt.     Sind   die   Formen    S   und   2J   symmetrisch    (S  =   S', 

2J  =  Zi'),    gehören    sie   als   Polaren   zu   reziproken    quadratischen 

Formen,  so  sind  sie  nicht  nur  zueinander  reziprok,  sondern  zugleich 

auch  kontragredient.     An  Stelle   von  (8)  wird  man  dann  besser  die 

Formeln 

(8*) 

setzen. 

Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zur  Betrachtung  beliebiger  alge- 
braischer Formen  eines  Gebietes  wter  Stufe,  so  liefert  uns  die  schon  be- 
sprochene Tatsache,  daß  gegenüber  Transformationen  %  der  Gruppe  G- 
sich  die  Symbole  solcher  Formen  genau  so  verhalten  wie  Symbole 
von  Vektoren,  unmittelbar  die  beiden  Fundamentalsätze  der 
symbolischen  Methode: 

L  Jede  ganze  und  rationale  —  relative  oder  absolute 
—  Invariante  der  Gruppe  G  läßt  sich  „symbolisch"  dar- 
stellen    als    ganze   rationale   Funktion    von    Faktoren    der 


Typen 


{A,A^...An\      {AP),     (PiPo...Pn). 
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IL  Wenn  eine  solche  Invariante  identisch  gleich  Null 
ist  (wenn  sie  also  nur  eine  formale  Existenz  hat),  so  läßt 
sich  dieser  Umstand  durch  triviale  Umgestaltungen  ihres 
Ausdruckes  in  Evidenz  setzen  mit  Hilfe  der  zwischen  den 
Invarianten  von  Vektoren  beider  Schichten  bestehenden 
Identitäten  (in  denen  dann  an  Stelle  der  Vektoren  Symbole 
der  zu   untersuchenden  Formen  treten). 

Vgl.  §  2,  Sätze  I,  II  (S.23  und  24).  Ferner  Lehrsätze  auf  S.  93 
und  941). 

Als  Beispi«!  hierzu  führen  wir  die  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gabe an : 

Es  sei  vorgelegt  eine  quadratische  Form  {LXy  —  oder 
{UAY  —  und  eine  unbegrenzte  Zahl  linearer  Formen  mit 
Veränderlichen  beider  Schichten.  Es  soll  womöglich  ein 
sogenanntes  vollständiges  Invariantensystem  dieser 
Formen  gegenüber  der  Gruppe  G  ermittelt  werden,  und 
zwar  ein  möglichst  kleines  System  von  Invarianten,  die 
ganz  und  rational  von  den  Kernen  (den  Koeffizienten)  jener 
Formen  abhängen  und  die  Eigenschaft  haben,  daß  sich 
alle  ganzen  rationaleninvarianten  des  vorgelegten  Systems 
durch  sie  ausdrücken  lassen. 

Die  Kerne  der  gegebenen  linearen  Formen  sind,  wie  gesagt, 
ebensoviele  Vektoren,  was  wir  auch  durch  die  Bezeichnung  (Gebrauch 
der  Zeichen  U  und  X)  zum  Ausdruck  bringen.  In  dem  zu  suchenden 
System  müssen  also  alle  Invarianten  der  Typen 

(9)  {l\..-Ur,),     (UXl     iX,...Xn) 

vorhanden  sein  („identische  Kovarianten",  vgL  S.  99).  Die  übrigen 
Invarianten  unseres  Systems  müssen,  wenn  {L  Xy  die  gegebene 
quadratische  Form  ist,  auch  Symbole  L  enthalten,  deren  jedes  dann 
in  einem  symbolischen  Produkt  zweimal  und  nur  in  Faktoren  der 
T;y^en  {Ai  . . .  An)  und  (A  P)  vorkommt.  Läßt  man  jede  der  linearen 
Formen  nur  im  ersten  Grade  auftreten  —  was  ja,  wie  wir  gesehen 
haben,  genügt  — ,  so  werden  jedenfalls  in  unserem  System  alle  In- 
varianten des  Typus 

(10)  {LX){LY) 


^)  Hierzu  kommt  noch  ein  dritter  Lehrsatz,  der  dem  Satze  III  auf  S.  26 
analog  ist  und  sich  auf  die  Erweiterung  der  Gruppe  G  durch  lineare 
Transformationen  des  Typus  ©  bezieht. 


§12.     Spezielle  simultane  Systeme.  135 

vorhanden  sein.  Dazu  kommen  dann  noch  2  (w — 1)  Invarianten- 
typen, die  wir  als  Invarianten  erster  und  zweiter  Reihe  unter- 
scheiden wollen : 


(11,1) 


{L,X,){L,X,)  {L,L,L\.. 

Un), 

iL 

^\iL,X,){L,X,)\(L,L,U,.. 

Un\ 

Xi) 

...(i„_iX„_0(ii...in- 

-lUn) 

(n 

1 
-1)! 

\iL 

^X,) 

...(L„_,Z„_,)|(L,  ...i. 

-iU,d 

(ii 

L\.. 

.  L^„)(A72..  r„), 

h^^ 

,L, 

U^.. 

.  r7„)(L,i,F3...F„X 

1 
(n- 

DT^^ 

Ln- 

:tr„)(A...in-lF„), 

(11,11) 


und  schließlich  die  Diskriminante  der  Form  (L  Xy  oder  (-LX)  (LY): 
(12)  \L\  =  ^,{L,L,...Lny. 

Wir  behaupten,  daß  mit  den  2  w  +  , 3  Typen  (9)...  (12) 
ein  vollständiges  und  kleinstes  System  von  ganzen  ratio- 
nalen Invarianten  der  vorgelegten  Grundformen  ge- 
funden ist. 

Das  heißt,  sind  die  gegebenen  Vektoren  U^  . . .  Ua  und  X^  . . .  X„, 
so  bilde  man  mit  Hilfe  der  Ausdrücke  (9)  ...  (12)  alle  Invarianten, 
die  kombinatorisch  möglich  sind  —  mit  Einschluß  derer,  die 
sich  durch  Spezialisierungen  wie  Y  =■  X,  V  =  U  ergeben  — 
also  z.  B. 

iL  Xi^,    {L  Xi)  iL  Xfc),     {i,-k=l,..v) 

usw.     Damit  hat  man   dann  ein  vollständiges  und  kleinstes  System 
von  ganzen  rationalen  Invarianten  der  Grundformen 

iLX)\     {UiX),     (UX,). 

Daß  keine  dieser  Invarianten  identisch  gleich  Null  und  auch  keine 
entbehrlich  ist  —  wenn  nämlich  nur  rationale  und  ganze  Funk- 
tionen zugelassen  werden  —  wird  man  sich  ohne  weiteres  klarmachen. 
Es  bleibt  also  nur  noch  zu  begründen,  daß  jede  ganze  und  rationale 
Invariante  der  vorgelegten  Formen  sich  rational  und  ganz  durch 
Invarianten    der  Typen   (9)  bis   (12)   ausdrücken  läßt.     Auch  dieses 
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ist  nur  noch  zu  erweisen  für  solche  Invarianten  unseres  Systems,  die 
Symbole  L  enthalten.  Jedes  symbolische  Produkt  dieser  Art  gehört 
aber  entweder  von  vornherein  zu  den  aufgezählten,  oder  es  ent- 
hält doch  zum  mindesten  einen  symbolischen  Faktor  eines  der  auch 
schon  unter  (11)  auftretenden  Typen, 

{L^L^U^...Un),-..,{L,L^...Ln). 

Tritt  der  letzte  dieser  Faktoren  auf,  so  wissen  wir  schon,  daß  die 
Invariante  reduzibel  ist:  Sie  hat  dann  den  (nicht  nur  fiktiven  oder 
symbolischen,  sondern  wirklichen)  Faktor  |  L  \.  Aber  auch  alle  anderen 
Formen  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  aufgezählten  ausdrücken. 
Zunächst  nämlich  ist 

=  l(L,L,U,...  U„){{L,r,V,...  Vn){UX) 

—  (i^FaFg...  Vn){L,X)\ 
=  l(L,L,U,...  Un)  ■  \{L,  L,  Fg  F, . . .  F„)  .(V,  X) 
-(L,L,V,V,...  F„).(F3X)  + }; 

das  Doppelte  dieser  Form  ist  also  eine  Summe  von  Produkten  aus 
Invarianten  des  Typus  (V X)  und  solchen  des  Typus  (11,11).  Tritt 
an  Stelle  des  Faktors  (Lg  ^)  eii  solcher  des  Typus  {L2W2W3...  W„), 
so  erhält  man  ohne  weiteres  eine  entsprechende  Reduktion. 

Zweitens  erhält  man  durch  die  Substitution  U^  =  Lg  und 
Multiplikation  mit  (Xg  Y) : 

(L,  L^LsU,...  U„)  (L,  F2 . . .  V„)  (L2  X)  (ig  Y) 

■{mL^V^V,...  Vn)(LsY).{r2X) 
-mL^V^V,...  Vn){L,Y).(r,X)±...]. 

Also  sind  auch  diese  Formen  Summen  von  Produkten,  von  denen 
jedesmal  der  eine  Faktor  zum  Typus  (V X)  gehört.  Aber  auch  der 
andere  Faktor  läßt  sich  in  die  verlangte  Form  setzen.  Denn  es  ist 
z.B.: 


{L^L^L^U,...  Un){L, 

L2V,...V.){L,Y) 

=  iiL^L2L,L\ 

..U„) 

■{(L^L^r^V, 

..rn){L,Y) 

-\-{L,L,r,V,. 

..V„){L2Y) 

+  (i,L,F3F,. 

..  Vr,){L,Y)] 

=  l(L,L2L,U,. 

..u^) 

■\{L,L,L,V,. 

..V,).{V,Y)^--\- 
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In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren.  Es  ergibt  sich,  daß  alle 
Invarianten  mit  symbolischen  Faktoren  des  Typus 

{L,L.,...UVk^,...  L\) 

sich  rational  und  ganz  durch  solche  ausdrücken  lassen ,  die  den  in 
unserer  Tabelle  aufgezählten  Typen  angehören. 

Es  interessiert  uns  nun  hier  besonders  der  Fall,  in  dem  die  vor- 
gelegte Form  (i  X)2  nicht  singulär,  also  ihre  Diskriminante  von 
Null  verschieden  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  aber  läßt  sich  noch 
eine  wesentliche  Vereinfachung  unseres  Formensystems  erreichen. 

Von  den  aufgezählten  Invarianten  lassen  sich  die 
zweiter  Reihe  (Nr.  11,11)  rational  ausdrücken  durch  die  In- 
variante \L\  und  durch  Invarianten  vom  Typus  der  letzten 
Form  der  zweiten  Reihe 

(13)  {UM){yM)  =  ^^~{L,...Ln-,U){L,  ...i,._aF), 

so  zwar,  daß  in  den  Nennern  der  zu  bildenden  Ausdrücke 
nur  Potenzen  der  Invariante  \L\  auftreten. 

Wir  behaupten  nämlich,  daß  die  folgenden  Gleichungen  Iden- 
titäten sind: 

J^L  .(X^    ...  i„_2  tr„_i  U„){L,...Ln-2  F„_i  7„) 

=  \iUn-:M)(V„-,M)     (?7„M)(F„M)|i), 

|X|2  aL,...Ln-S    U„^.2    C7„_t    (/„)'l 

(n-3)!  ■  l(ii...i„_3  Vn-2  F„_a  V„)\ 

=  :(U„_,M)(V„-2M)...iUnM){V„M)\, 

(14)  

\I^tll.^L,L,U,...  ün){L,L,Vs...  Vn) 

=  'XUsM){VsM)-'-iünM){rnM)\, 
\L\—K{L,U,...  Un){L,V,...  F„) 

=    (U^  M)  (Fa  M)  ...  {U„  M)  (F„  M)  . 


1)  Die  zweireihige  Determinante  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
enthält  in  jedem  ihrer  Argumente  (UM)(VM)  die  Symbole  M  schon  im 
zweiten  Grade.  Es  hat  also  bereits  jedes  dieser  Elemente  schon  eine  reale 
Bedeutung,  und  es  ist  daher  nicht  nötig,  die  Symbole  M  in  den  mitein- 
ander zu  multiplizierenden  Gliedern  mit  Indizes  zu  versehen.  Ebenso  in 
den  folgenden  Formeln. 
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Es  genügt,  den  Beweis  hierfür  unter  der  Annahme  zu  führen, 
daß  die  vorgelegte  Form  (iX)^  nicht  singuiär  ist.  Dann  aber 
können  wir  die  schon  nachgewiesene  Reziprozität  zwischen  den  Formen 
(X  X)  (L  T)  und 

(UJ)iVA)  =  \L\-K{UM){VM) 
benutzen  und  erhalten 


{L,U,...  U„){L,V,...  Vn) 


in-l)l    \A\ 
1  1 


{A^...An  U^ 


Un){A, 


Ar.  K 


Vn) 


{n-iy.  \A\ 


\{TJ^A^)  .,.{TJnA„)\.\{V^A^)  ...{VnAn)\ 


=  ^-^-{U^A^)...{L\An).\{V^A,)...{V,,A,,)\ 
=  ^-^W,A,){V,A,)  ...{Ur,A,,){Vr,A^)\ 


-.\{U^M^){V^M,)  ...{UnM,,){VnMn)\ 


J 1 

\Ä\\L\ 

l^^-\(TJ,M){V,M)  ...{U„M){VnM)\. 


-\LY 

Damit  haben  wir  die  letzte  unter  den  Formeln  (14).  Hieraus 
ergibt  sich  dann  die  vorhergehende  Formel,  wenn  man  U^^  V2  =  L2 
setzt.  Es  wird  nämlich,  nach  der  vierten  der  soeben  abgeleiteten 
Identitäten, 

\A\.{L,L2U,...Un){L,L2Vs...  Vm) 

(Xa  ^2)2        (L2  A,)  ( F3  ^3)  . . .  {L^A,)  ( F„  A) 
(U,A2)(L,A,)  (U,A,){VsA,)  ...  {U,A„)iVnA„) 


{Un  A^)  {L.2  A2)  (Un  A,)  (  Fa  A) . . .  (Cr„  ^„)  ( F„  A^) 
\iU,A,){VsA,)...{U,A„)iV„An) 


=  {n-(n-2)\.\ 
2.1 


|i|" 


\(UnA,)ir,A,)...{U,,An){VnA„) 
(U,M){V,M)...{UnM){V^M)\, 


was  eben  die  vorletzte  Formel  unter  (12)  ist.    In  dieser  Weise  kann 
man  fortfahren. 
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Wenn  wir  also  nicht  nach  ganzen  rationaleninvarianten 
fragen,  sondern  auch  gewisse  nur-rationale  Invarianten  zu- 
lassen, und  zwar  lediglich  solche,  in  deren  Nennern  Po- 
tenzen der  Invariante  \L\  auftreten,  so  können  wir  das 
gefundene  Invariantensystem  durch  ein  minder  umfang- 
reiches System  ersetzen.  Es  bleiben  dann  außer  \L\  und 
den  Invariantentypen 


(Xi  ...X„),  {UXl  {U,...Un),  {LX){LY).,  {UM){VM) 


nur  die  Invarianten  (11,1)  unserer  ersten  Reihe  übrig. 

Durch  die  n  -\-  o  Typen  von  Invarianten  des  so  be- 
schriebenen „reduzierten  Systems"  läßt  sich  dann  jede 
ganze  rationaleinvariante  der  vorgelegten  Formen  rational 
darstellen,  und  zwar  derart,  daß  in  ihrem  Nenner  höchstens 
eine  Potenz  der  Invariante  \L\  der  gegebenen  quadrati- 
schen Form  auftritt. 

Da  wir  die  Koordinaten  der  Vektoren  X  und  U  nicht 
ebenfalls  in  den  Nennern  zugelassen  haben,  so  ergibt  sich 
eine  ganz  gleichartige  Vereinfachung,  also  ein  „reduziertes" 
Invariantensystem  überhaupt  für  jedes  System  algebraischer 
Formen,  unter  denen  eine  nictlt  singulare  quadratische  Form 
vorkommt. 

Daß  aber  für  die  n  -\-  5  beibehaltenen  Invariantentypen  eine 
weitere  Reduktionsmöglichkeit  nicht  besteht,  sehen  wir,  wenn  wir 
die  Form  (iX)2  mit  der  speziellen  Form  Xj^  +  Zg^ -|-  •••  -\-X^ 
identifizieren.  Schreibt  man  nämlich  die  Invarianten  erster  Reihe  in 
Determinantenform. 

\XL,X,)L,  iL,X^)L,  U^...Un\ 
usf.,   80   kann   man  ohne   weiteres  ganz  allgemein  zu  den  unsymbo- 
lischen   Ausdrücken    derselben   Invarianten    übergehen.      Abgesehen 
von  der  Invariante  |  L  \  der  quadratischen  Form,  die  im  vorliegenden 
Falle  den  Wert  Eins  hat,  erhält  man  dann  in  etwas  anderer  Anord- 
nung und  Bezeichnung  die  n  -\-  4:  Ausdrücke 
(X,Y\     (UX),     {U\V), 
(Xi...X„).     (X,X,...Un),...,     {U,U,...U,), 
und   von   diesen   Funktionen  der   X,  Y,  U,  V  kann   offenbar  keine 
durch    die    übrigen    ganz    und    rational    ausgedrückt    werden.     Die 
gefundenen   n  -\-  5   Formen    bilden    also    ein   kleinstes   System    von 
ganzen   und  rationalen  Invarianten,   durch  die  alle  Invarianten  der 
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gegebenen  Grundformen  rational  ausgedrückt  werden  können,  wenn 
man  in  den  auftretenden  Nennern  lediglich  Potenzen  von  \L\  zuläßt. 

Das  Ergebnis,  zu  dem  wir  hier  gelangt  sind,  läßt  sich  noch 
etwas  besser  formulieren.  Die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Formen 
bestimmen  einen  Integritätsbereich,  der  alle  ganzen  und  ratio- 
nalen Funktionen  dieser  Koeffizienten  umfaßt  i)  und  als  der  natür- 
liche Integritätsbereich  der  gegebenen  Kerne  bezeichnet  werden 
darf.  Dieser  Integritätsbereich  kann  nun  dadurch  erweitert  werden, 
daß  man  auch  noch  die  Potenzen  von  \A\  =  \L\~^  zuläßt.  Wir 
können  dann  sagen: 

Im  natürlichen  Integritätsbereich  der  vorgelegten 
Formen  bilden  die  aufgezählten  2n  +  5  Typen  von  Inva- 
rianten der  Gruppe  Gr  ein  vollständiges,  und  zwar  kleinstes 
System  von  Invariantentypen. 

Wenn  aber  die  Invariante  \L\  von  Null  verschieden  ist, 
so  läßt  dieses  System  in  dem  durch  Hinzufügung  von  lij"^ 
erweiterten  Integritätsbereich  noch  eine  Reduktion  zu. 
Dann  bilden  nämlich  schon  die  w -|- 4  Typen  von  Invarianten, 
(15)  {LX){LY),     {UX),     {UA){VA), 

iX,X,...Xn), 
{L,  X,)...  (L,.  _  1  X„  _ ,)  (ix  •  •  •  in  - 1  U„), 

(A  XO  .  .  .  iLn-2Xn-2){L,  ...Ln-2U„-^Un), 


(16) 


{L,X,){L,X,)iL,L^U,...U„), 

(L,X,){L,U,...Un), 

zusammen   mit  der  Invariante   \L\   ein   vollständiges   und 
kleinstes   System    —   das    „reduzierte   System"    —    von   In- 
varianten der  gegebenen  Grundformen. 
Bemerkt  sei  noch,  daß  im  Falle 

{Lxy  =  x,^  +  x,^-^-.-^x:t 

die  Reduktionsformeln  (14)  in  die  Formelgruppe  übergehen,  die  man  als 
Multiplikationstheorem  der  Matrizen  zusammenzufassen  pflegt. 


^)  Dabei  können  die  Koeffizienten  dieser  Funktionen  rationale  Zahlen 
sein  oder  auch  einem  anderen  vorgeschriebenen  Rationalitätsbereich 
entnommen  werden.  Nur  darf  dieser  natürlich  die  hier  als  veränderlich 
betrachteten  Koeffizienten  der  vorgelegten  Formen  nicht  umfassen. 
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Der  erste  Teil  unseres  letzten  Satzes  (die  Behauptung  über  die 
2  n-\-  b  Typen)  enthält  ein  Beispiel  zu  dem  von  Hubert  zuerst  allgemein 
bewiesenen  Satze  von  der  Endlichkeit  der  Invariantensysteme  ge- 
gebener Grundformen  gegenüber  der  Gruppe  G:  Nimmt  man  außer  der 
voi'gelegten  quadratischen  Form  nur  noch  lineare  Grundformen  als  gegeben 
an,  30  kennt  man  ein  kleinstes  System  von  ganzen  und  rationalen  In- 
varianten, durch  die  sich  alle  übrigen  rational  und  ganz  ausdrücken  lassen. 
Es  ist  das  einer  der  wichtigsten  unter  den  Fällen,  in  denen  sich  ein 
solches  System  wirklich  aufstellen  läßt. 

Zu  dem  Satze  von  der  Endlichkeit  der  Formensysteme  gehört  als  Er- 
gänzung unter  anderem,  von  dem  hier  nicht  die  Rede  sein  soll,  der  Satz 
von  der  Endlichkeit  der  Invariantentypen  in  Systemen,  die  eine 
^)elieb ig  große  Zahl  von  Formen  mit  gegebenen  Ordnungszahlen  (,«,  v,  . .  .) 
enthalten;  und  aucli  dazu  liefert  unsere  Untersuchung  ein  Beispiel.  Die 
genannte  Behauptung  ist  von  Peano  bereits  im  Jahre  1882  für  binäre 
Formen  (n  =  2)  erwiesen  worden,  zu  einer  Zeit  also,  da  man  eine  Einsicht 
in  die  Endlichkeit  beliebiger  Formensysteme  noch  nicht  besaß.  Gegen- 
wärtig liefert  seine  sehr  einfache  Beweisführung  ohne  weiteres  auch  diesen 
Lehrsatz  in  voller  Allgemeinheit. 

Übrigens  kommt  in  unserem  Falle  (wie  in  anderen)  alles  darauf  an, 
daß  man  nicht  nur  die  gesuchten  Invarianten  wirklich  angeben,  sondern 
auch  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Abhängigkeiten  übersehen  kann. 

Aus  der  ausgedehnten  Literatur,  die  sich  auf  die  schwierige  Frage 
nach  der  Endlichkeit  der  Invariantensysteme  bezieht ,  führe  ich  nur  die 
folgenden  Schriften  an : 

D.  Hubert,  Math.  Ann.  42,  313,  1893. 

G.  Peano,  Atti  dell' Accademia  delle  Science  di  Torino  17,  580,  1882. 

E.  Noether,  Math.  Ann.  77,  93,  1915. 

i^  13. 

Die  Fundamentalsätze  der  Algebra  der  Vektoren 
in  allgemeiner  Fassung. 

Wir  haben  nunmehr  fast  alle  Vorbereitungen  beisammen,  die 
nötig  sind ,  um  die  in  §  2  behandelte  Aufgabe  durch  ein  umfassen- 
deres Problem  zu  ersetzen,  in  dem  an  Stelle  der  quadratischen  Form 

irgend  eine  nicht  singulare  quadratische  Form  (LX)^  tritt.  Ganz 
beliebig  aber  wollen  wir  diese  quadratische  Form  zunächst  doch  noch 
nicht  sein  lassen.  Es  haftet  nämlich  unseren  letzten  Ergebnissen  ein 
gewisser  Mangel  an  Symmetrie  an,  der  daher  rührt,  daß  wir  von  den  zwei 
im  Grunde  gleichberechtigten  quadratischen  Formen  (LX)^,  (UjI)^ 
die  eine  ausgezeichnet  hatten.  Dies  veranlaßt  uns,  die  zuletzt  aus- 
geführte Untersuchung  aus  einem  etwas  abgeänderten  Gesichtspunkte 
nochmals  aufzunehmen  und  zugleich  ihr  Ergebnis  noch  etwas  zu  er- 
gänzen.   Wir  erhalten  nämlich  eine  vollkommen  symmetrische  Fas- 
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sung  unseres  letzten  Lehrsatzes,  wenn  wir  jetzt  die  weitere  Annahme 
hinzufügen,  daß  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  (LX)^ 
und  folglich  auch  die  der  reziproken  Form  {UAy  den  numerischen 
Wert  Eins  hat.  In  diesem  Falle  bedeutet  natürlich  die  Zulassung 
dieser  Invariante  in  den  Nennern  rationaler  Funktionen  keine  Er- 
weiterung des  vorgelegten  Integritätsbereiches. 

Was  die  erwähnte  Einschränkung  für  weitere  Folgen  hat,  wird 
zu  erörtern  sein ;  jedenfalls  dürfen  wir  sie  einmal  machen,  um  so  zu 
einer  in  gewisser  Hinsicht  wenigstens  einfacheren  Formulierung  zu 
gelangen.  Aber  natürlich  werden  wir  dann  an  Stelle  der  Gruppe  G, 
deren  allgemeine  Transformation  von  n^  unabhängigen  Parametern 
abhängt,  ihre  Untergruppe  treten  lassen  müssen,  deren  Transforma- 
tionen die  Determinante  der  vorgelegten  quadratischen  Form  nicht 
ändern  und  also  nur  noch  n^  —  1  voneinander  unabhängige  Para- 
meter enthalten.  Diese  Gruppe  besteht  aus  zwei  getrennten  ana- 
lytischen Scharen  von  Transformationen:  Wir  bezeichnen  sie  dem- 
entsprechend mit  r,  H.  Die  Transformationen  von  F,  die  für  sich 
eine  Gruppe  bilden,  haben  die  Determinante  1,  die  Transformationen 
der  Schar  H  haben  die  Determinante  —  1. 

Es  ist  also  zunächst  die  Frage  nach  den  ganzen  und 
rationalen  Invarianten  des  vorgelegten  Formensystems  in 
bezug  auf  die  Gruppe  J^und  nach  ihrem  Verhältnis  zu  den 
bisher  betrachteten  Invarianten  der  Gruppe  6r  zu  stellen. 

Da  wir  I X I  =  1  gesetzt  haben ,  so  bleiben  von  unseren  In- 
varianten der  Gruppe  G  noch  n  -\-  4:  Typen  übrig,  von  denen  sicher 
keiner  entbehrlich  ist,  und  diese  sind  selbstverständlicherweise  alle  noch 
Invarianten,  und  zwar  sämtlich  absolute  Invarianten  der  Gruppe  jT. 

Wir  behaupten  nun  zunächst,  daß  die  Gruppe  J^  überhaupt  nur 
absolute  Invarianten  hat,  und  daß  insbesondere  die  ganzen  rationalen 
Invarianten  des  betreffenden  Systems  sich  alle  durch  die  Invarianten 
der  gefundenen  n  -\-  A  Typen   rational   und  ganz  ausdrücken  lassen. 

Zunächst  darf  wie  bisher  angenommen  werden,  daß  irgend  eine 
zu  untersuchende  Invariante  3^  unseres  Systems  in  bezug  auf  die 
Gruppe  r  homogen  (und  überdies  auch  linear)  ist  in  den  Koordi- 
naten jedes  einzelnen  der  vorkommenden  Vektoren  Xj,  ?7fc.  Aus  jeder 
Transformation  von  F  erhalten  wir  sodann  eine  solche  der  Gruppe  (r, 
wenn  wir  sie  mit  einer  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 

Q.X  =  X,     Q-^.U=U  {q  :i^  0] 

zusammensetzen.  Alle  Transformationen  von  G-  entstehen  auf  diese 
Weise  (und  zwar  jede  von  ihnen  auf  n  Arten)  aus  Transformationen 
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von  r.   Angewendet  auf  Symbole  der  quadratischen  Formen  (i  X)2, 
(TJAy  hat  die  genannte  Operation  die  Wirkung 
Q-^  .L  =  L,     Q.A^=J. 

Jede  Invariante  5  von  F  erweist  sich  damit  als  eine  Summe, 
deren  Glieder  (wenn  ihrer  mehrere  sind)  sich  darin  voneinander 
unterscheiden,  daß  sie  bei  der  ausgeführten  Transformation  ver- 
schiedene Potenzen  von  q  als  Faktoren  annehmen.  Jeder  der  so 
unterschiedenen  Summanden  ist  dann  eine  (in  der  Regel  nur  relative) 
Invariante  der  Gruppe  6r  und  folglich  auf  die  zuvor  beschriebene 
Art  darstellbar. 

Man  sieht,  daß  man  keineswegs  alle  ganzen  und  ratio- 
nalen Invarianten  der  Gruppe  F  durch  Spezialisierung  von 
solchen  der  Gruppe  G  erhält,  daß  dieses  aber  allerdings  für 
jene  n -j- 4  Invarianten  zutrifft,   durch  die  sich  im  System 

(iX)2,     (UiX),     (UXk) 
alle  übrigen  ausdrücken  lassen^). 

In  der  Formulierung  unseres  Ergebnisses  wollen  wir  sodann 
gleich  noch  einige  weitere  Verbesserungen  anbringen.  Wir  wollen 
erstens  dem  Umstände  Rechnung  tragen,  daß  alle  unsere  Invarianten, 
soweit  sie  übei-haupt  von  der  Form  {LXy  abhängen,  sich  auf  zwei 
Weisen  müssen  schreiben  lassen,  einmal  mit  Symbolen  L,  dann  auch 
mit  Symbolen  A.  Zweitens  wollen  wir  das  in  §  2  schon  angeführte 
System  von  möglichst  einfachen  Zeichen  nunmehr  in  einem  weiteren 
Umfange  gebrauchen;  wir  wollen  nämlich  diese  Zeichen  nochmals, 
dabei  aber  so  erklären,  daß  sie  im  Falle 

{LXy  =  X,^-{-X,^+---+X-^ 
die  früher  angegebene  Bedeutung  erlangen. 

^)  Zum  Beispiel  ist  im  Falle  n  =  4 

S  =  (i  X)  (L  X>) .  (L  Y)  (L  Y')  4-  (X  Z'  Y  Y') 
eine  Invariante  der  Gruppe  F,  die  sich  aus  zwei  ganzen  und  rationalen  In- 
varianten der  Gruppe   6r  zusammensetzt,   ohne    selbst   eine  ganze  rationale 
Invariante   dieser  Gruppe   zu   sein.     In   der  Tat  liefert   die  zu   G  gehörige 
Transformation  qX  =  X  (usw.),  Q—^L  =  L,  den  Ausdruck 

J*  =  (LX)(LX').{LY)(LY')^Qi.  (XX' YY'), 

der  ebenfalls  eine  Invariante  von  J",   in   der  Regel  aber  von  S  verschieden 

i_ 

ist.    Dagegen  ist  der  im  Falle  y|I>|  =r  i,  ^  =  V  i  mit  J*  zusammenfallende 
Ausdruck 

(LX)(LX').iLY)iL  r')  +  \\L\.(XX'YY'), 
in  einem  weiteren  Sinne  noch  Invariante  von  G.    Ist  \L\  nicht  gerade  das 
Quadrat  eines  rationalen  Ausdruckes,  so  ist  er  eine  irrationale  algebraische 
Invariante  der  Gruppe   G.     Vgl.  S.  99. 
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So  erhalten  wir  an  Stelle  des  letzten  Satzes  in  §  12  schließlich 
den  folgenden  Lehrsatz,  der  zugleich  die  Definition  der  verallge- 
meinerten Zeichen  (X\Y),  iU\V)  usw.  enthält: 

Zur  Gruppe  F  der  linearen  Transformationen  von  der 
Determinante  Eins  eines  Gebietes  n*'^^  Stufe  gehören  nur 
absolute  Invarianten. 

Insbesondere  gibt  es  im  System  einer  quadratischen 
Form  (iX)2  joder  {UAy]  von  der  Diskriminante  Eins  und 
einer  unbegrenzten  Zahl  von  linearen  Formen,  die  veränder- 
lichen Vektoren  beider  Schichten  entsprechen,  ein  voll- 
ständiges und  zugleich  kleinstes  System  von  ganzen  und 
rationalen  Invarianten  der  GruppeP,  die  sich  auf  die  in  den 
folgen  den  Tafeln  (1),  (2)  aufgezählten  «  -|- 4  Typen  verteilen: 


(1) 


(X|r)=:  {LX){LY) 

-^^l-,y^^A...A.KYA,. 

..^n), 

(UX), 

iu\v)  =  {uA)irA) 

—                       CTT  T            T   ^(V  T. 

.Ln) 

/^ j^\  1    {U  1j2  ■••  -^n)  [,V  1j2  •• 

(2) 


iX,X,...X„), 

...   Xr,-aT„)  =   (X,... 

X,)  ...  (i„_iX„_i)(ii 

Xn-r 

A)(f/„A) 
-1  u„), 

=  ix. 

(Xi    .  .  .   Xn  —  2  Un 

Xi)...(i„_2X„_2)(ii    . 

..Xn- 

) 

-2U„-,U„), 

: :  • :                      .                :  i 

{X,X,U,...  Un) 

=   {X,X,J,...^n){UsA)--. 

=  {L,X,){L,X,)(L,L,U,.. 

{X,U,...    Un) 
=  (X,^2  ...A„){U,A) 
=  {L,X,){L,U,  . 

.    Un), 

.A) 

{U,U,  ...  U„). 
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Die  unter  (1)  aufgezählten  Typen  „elementarer  Invarianten'' 
von  r  sind  auch  absolute  Invarianten  gegenüber  Transfoi'mationen 
der  Gruppe  P,  H,  die  Typen  (2)  aber  nehmen  bei  Transformationen 
von  H  den  Faktor  —  1  an. 

Sei  insbesondere 

(LX)2  =  .v  +  ...  +  z4_x^+x X,!, 

wo  wegen  ji|  =  1  die  Differenz  n  —  /i  eine  gerade  Zahl  sein  muß, 

-  wird    ^^,^^,  _  ^.,_^      ^  vi-v;,. VI 

und.  nach  der  Definition  unter  (2), 

I  ^11       •••  ^1/«  ^1,^  +  1     •••       Xi,„ 


(3) 


X,i       . 

..x,^ 

^V,  11 +1         •  • 

.     x^,„ 

f/.-  +  ia. 

■•  ^'.fi, 

.-t^v+l„«+l.. 

•    -   Ur  +  l, 

Um      '. 

."."    Un,a 

-U^,.u^l       .. 

•    -L\n 

Xn        . 

..X:^ 

-^1,M+1  .. 

.  -Xi„ 

x,i     ■ 

'."  x,,„ 

-x.,,,^, ;: 

^    —  Xvn 

?7v  +  i,:. 

..    Ur  +  l, 

.11  tr^-i-1,^-1-1  •. 

.           Uv  +  1, 

kl        . 

'.  u„^ 

t^.,.«+i  .*.' 

'        tr„,„ 

{^^ 

n  (mod.  2)}- 

Da  allgemein  die  unter  (2)  einander  gleichgesetzten  Invarianten 
sich  höchstens  um  Zahlenfaktoren  würden  unterscheiden  können,  so 
genügt  dieser  Spezialfall  schon,  um  die  Gleichheit  der  zwei  Ausdrücke 
für  (Xj  ...  Xv  U^  +  i  ...  Un)  zu  begründen.  Aber  natürlich  kann 
man  dasselbe  auch  durch  symbolische  Rechnung  erweisen.    Es  ist  z.  B. 


(n 


\(L,X,)   ...(LnXn)\{UL, 


L„) 


(n-1)! 

=  {LX,)  ...  {LnX„){UL,...L„), 
was,   abgesehen   von   der  Bezeichnung,    die    zweite  Formel    unter  (2) 
ist;  usw. 

Study,  Invarianten.  jq 
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Mit  der  zuletzt  behandelten  Aufgabe  muß  nun  ohne  Zweifel  eine 
andere  im  engsten  Zusammenhange  stehen:  Die  Aufgabe  nämlich, 
alle  ganzen  und  rationalen  Invarianten  der  Formen  (üjX),  (U  Xu) 
gegenüber  der  Gruppe  der  automorphen  linearen  Trans- 
formationen des  Formenpaares  (LX)^,  {U A)-  zu  finden.  Und  es 
fragt  sich  nunmehr,  welches  dieser  Zusammenhang  ist.  Es  fällt 
also  jetzt  die  Grundform  {L  X)^  und  was  direkt  von  ihr  abhängt 
weg,  dafür  aber  werden  die  nach  wie  vor  gegebenen  linearen  Formen 
nur  noch  solchen  linearen  Transformationen  unterworfen,  die  die 
eine  und 
duzieren. 

Ist  %  Zeichen  für  eine  solche  „automorphe"  Transformation  der 
beiden  quadratischen  Formen,  und  (2  Zeichen  für  die  mit  {LXf, 
(TJ A)^  verbundene  („korrelative")  lineare  Transformation,  so  ist 
nach  §  12 

(4)  g  S  =  S  2, 
oder  deutlicher 

(5)  ST  =  rs,   2;t  =  t2:, 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

(ö)  r-i.ST  =  s,   T-i2:r  =  2:, 

und  nach  Formel  (9),  §  8: 

(7)  ST2;  =  T,   2:ts  =  j. 

Hier  stehen  die  Zeichen 


(a) 


als  Abkürzungen   für   die   zueinander  kontragredienten  Transforma- 
tionen 

(a) 


(X  c )  r  =  X,    (r j)i)  =  u 


und  ebenso  sind,  da  nach  Voraussetzung 

s  =  s',   z=z2:' 

ist, 

(b)  s|=^-^j,   ^{=s-M 

Abkürzungen  für  die  zueinander  kontragredienten  und  zugleich  rezi- 
proken Transformationen 


(b) 


{X  L)L  =  ü,     (UA)  A  =  X. 


§13.    Allgemeine  Fassung  der  Fundamentalsätze.  14  7 

Wir   schreiben   die  Formelo  (5)  ...  (7)   auch   noch  ausführlich, 
und  erhalten  dann 

( X L)  (L  zJ)  [D  Y)  =  {X  C)  (FL)  {L  Y),  \ X,  Y\ 
{UA)  (A  G)  (F  V)  =  (U^)  (DA)  (A  V),  {U,  V] 
(X  B)  {A  L)  (L  A')  {!)'  Y)  =  {X  L)  {L  Y),     { X,  Y\ 

(ur)(CA)(AC'){rn  ={UA)(AV),   {u,r\ 

(X  C)  (FL)  {L  r')  (C  Y)    =  (X  L)  (L  Y),    { X,  Y ] 
( r  A)  (D  A)  {A B')  (A'  V)  =  {Uyl){AV),    { U,  Y \ 
{XL){LA){BA){AY)    ={XG){rY\     [X,Y\ 
(UA)  (A  C)  (Fi)  (L  Y)     =  {U  A)  (B  Y),     { U,  Y] 
Die  in  {   }  beigefügten  Zeichen  sollen  andeuten,  daß  es  sich  um 
Gleichungen  handelt,  die  identisch  für  alle  vorkommenden  Vektoren 
X,  Y,  U,   V  erfüllt  sein  sollen.     Jede  dieser  identischen  Gleichungen 
zieht  dann   alle  übrigen   nach   sich,   wenn    — -  wie  vorausgesetzt  — 
die  geordneten  Formen 

(a)  (XOirV),     {UA){BY) 

Symbole  koutragredienter  Transformationen  sind.  Mit  Hilfe  der 
unter  (1)  eingeführten  Zeichen  aber  lassen  sich  dieselben  Gleichungen 
noch  einfacher  schreiben.      So  erhalten  wir  schließlich  die  Formeln 


(5'J 
(6') 
(6") 
(7') 


(X  A){BY)  =  {XG){r  Y),  {X,  Y] 

[u  G)(rv)  =iUA)(B\V),  {r,  r\ 


(5*) 


((5*) 


(7*) 


deren  jede  nach  wie  vor  eine  Folge  von  jeder  anderen  ist.  Ins- 
besondere zeigen  die  Formeln  (7*),  was  wir,  unter  einer  umfassen- 
deren Voraussetzung,  schon  früher  bemerkt  hatten:  Sind  die  kontra- 
gredienten  Transformationen  mit  den  Symbolen  (a)  automorphe 
Transformationen  des  Formenpaares  (LXy,  (UA)^,  so  sind  die 
Koeffizienten  einer  jeden  von  ihnen  lineare  Funktionen  der  Koeffi- 
zienten der  anderen,  wie  schon  im  Spezialfall  der  orthogonalen  Trans- 
formationen.    Ferner  ergibt  sich: 

10* 


(X  D)  (A  1  A')  {B'  Y)  =  (X   Y), 

\^,  n 

{Ur){C\  G')  (F'  V)  =  (U   F), 

W,  v\ 

(xc)(r,r')(C'r)  =(x\y), 

l^.r} 

{UA){B\B'){A'V)  ={U\V\ 

w,  y\ 

(X  A){B ,  V)  =  (Gxnrv), 

X,  y\ 

{U  :G){rY)  =  {UA){BY\ 

'r,  Y\ 
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Die  automorphen  linearen  Transformationen  der 
Formen  (2>  X)^,  {TJ  A)"^  umfassen  zwei  getrennte  analytische 
(und  also  im  komplexen  Gebiet  immer  kontinuierliche) 
Transformationenschichten,  derart,  daßdie  einzelneTrans- 

formation   einer  jeden  Schicht   von    wesentlichen 

Parametern  abhängt.  Beide  , Schichten'  unterscheiden  sich 
durch  den  Wert  der  Transformationsdeterminante,  der 
entweder  1  oder  —  1  sein  muß. 

Zunächst  folgt  nämlich  aus  (5')  oder  (5*),  daß  die  Diskriminanten 
der  kontragredienten  Formen  (a)  einander  gleich  sein  müssen, 
\C\  =  |D|;  also  ist,  nach  Nr.(8)  S.  108  |  C|  =  |  D  |  =  +  1.  Daß 
beide  Möglichkeiten  tatsächlich  vorliegen,  sieht  man  am  Spezialfall 
der  orthogonalen  Transformationen.  Und  daß  die  Transformationen 
einer  jeden  von  beiden  Arten  ein  einziges  analytisches  Kontinuum 
bilden,  kann  ebenfalls  durch  den  Hinweis  auf  diesen  geläufigen 
Sonderfall  erschlossen  werden,  da  sich  jedes  Formenpaar  {LX)^, 
{TT A)^  durch  lineare  Transformationen  in  das  Formenpaar  2JXf, 
2JUf  überführen  läßt,  und  dabei  die  automorphen  Transformationen 
des  ersten  Paares  in  die  des  zweiten  übergehen  müssen.  Zugleich 
findet  man  auf  diese  Art  auch  die  angegebene  Zahl  der  wesentlichen 
Parameter  in  den  Transformationen  (a),  d.h.  die  Dimensionen- 
zahl der  beiden  von  ihnen  erfüllten  analytischen  Mannigfaltigkeiten  i). 

')  Ohne  auf  die  Fra2:e  nach  einer  erschöpfenden  Parameterdarstellung 
der  orthogonalen  Transformationen  näher  einzugehen,  kann  man  etwa 
so  schließen:  Zunächst  kann  man  schon  durch  eine  eigentliche  orthogonale 
Transformation  jeden  Vektor,  der  der  Bedingung  (X  \  X)  ^  0  genügt,  in 
einen  solchen  überführen,  der  zu  dem  Vektor  X^  =  {1,  0,  0,  ...}  pro- 
portional ist.  (Vgl.  S.  30).  Hierauf  jeden  Vektor,  der  den  Bedingungen 
(X-il  Y)  =  0,  (Y  \  Y)  =^  0  genügt,  durch  eine  eigentliche  orthogonale 
Transformation  von  n — 1  Veränderlichen  in  einen  Vektor,  der  zu  dem 
Vektor  X^  =  {O,  1,  0,  ...}  proportional  ist,  usw.  Man  hat  dann  nur 
noch  diskrete  eigentlich -orthogonale  Transformationen  zu  untersuchen, 
solche  nämlich  der  besonderen  Form  +  Xj^  =  X^,  und  diese  lassen  sich 
alle  durch  Transformationen  der  Form 

Xi  =z  Xi,  .  . .  X._ j  =  x._i, 

cos  'I' .  Xj.  +  sin  '/' .  X^  ^  j  =  X^, 
—  s/n  'h  .  Xf  -|-  cos  'J' .  Xj-  ^  j  =   Xj.  ^  j^ 

^1+2   =   ^^i+2>   ••  ■    ^n   =    ^n 

kontinuierlich  erzeugen.  Zugleich  ergibt  sich  die  Zahl  der  wesentlichen 
Parameter  unserer  Gruppe, 

(n  -  1)  +  (n-  2)  +  . .  .  -f  2  -f  1  =  "^i^ll. 
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Wir  unterscheiden  jetzt  die  Transformationen  unserer  zwei 
Schichten,  die  natürlich  zusammen  eine  Gruppe  y,  f}  bilden,  als 
eigentliche  und  uneigentliche  automorphe  Transformationen 
der  Formen  (LXy,  (UA)^,  entsprechend  der  schon  bei  den  ortho- 
gonalen Transformationen  getroffenen  Unterscheidung.  Die  eigent- 
lichen Transformationen  —  die  der  Schicht  y  —  bilden  dann  für 
sich  eine  Gruppe,  und  zwar  eine  Untergruppe  der  zuvor  be- 
trachteten Gruppe  r,  während  die  Transformationenschicht  tj  in  H 
enthalten  ist. 

Nunmehr  können  wir  schließen,  daß  die  unter  (1)  und  (2) 
zusammengestellten  Invarianten  der  Gruppe  J"",  in  einem  anderen 
Sinne,  auch  Invarianten  der  Gruppe  y  sind,  auf  die  es  uns  jetzt 
zunächst  ankommt.  Der  Unterschied  ist  der,  daß  wir  vorher  bei 
unseren  Transformationen  die  quadratischen  Formen  (LXy,  {TJ Af' 
hatten  mitgehen  heißen;  wir  hatten  ja,  ganz  wie  bei  beliebigen 
Formen, 

(8)  {LA)D  =  L,     (CA)r=A 

zu  setzen,  um  die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  als  Invarianten  der  Gruppe  jT 
zu  erkennen.  [Vgl.  Nr.  (3),  S.  106].  D.  h.,  nach  Ausführung  einer 
linearen  Transformation  %  von  /^konnten  wir  ein  Paar  quadratischer 
Formen  mit  anderen  Koeffizienten  erhalten.  Nunmehr  aber  treten 
an  Stelle  der  Formeln  (8)  die  einfacheren 


(9) 


iLA)D  =  L,     {CA)r 


oder,  nach  Umständen,  die  wegen  der  Paarung  der  Symbole  L  und  A 
damit  hier  gleichbedeutenden 

iLA)D  =  —L,     {CA)r=  —A. 

Unsex'e  jetzige  Voraussetzung  ist  ja,  daß  die  quadratischen 
Formen  (LX)^,  (UA)^  ganz  in  Euhe  bleiben,  daß  sie,  geschrieben  in 
Veränderlichen  X  und  U  denselben  Kern  (dieselben  Koeffizienten) 
erhalten. 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebnis  läßt  sich  noch  einfacher  aus- 
drücken. Wir  nehmen  jetzt,  nachdem  wir  den  Begriff  der  Gruppe  y 
gebildet  haben,  die  Formen  (LX)^,  (UA)^  schon  von  vornherein 
nicht  mehr  in  den  Bereich  der  zu  transformierenden  algebraischen 
Formen  auf,  fragen  also  nur  nach  solchen  ganzen  und  rationalen 
Funktionen  der  Koordinaten  der  Vektoren  X  und  ZJ,  die  sich  nach 
Ausführung  der  Transformationen  (a)  mit  einem  Faktor  reproduzieren. 


150  §  13.    Allgemeine  Fassung  der  Fundamentalsätze. 

In  den  Koeffizienten  dieser  Funktionen  aber  lassen  wir  die  Koeffi- 
zienten von  {LXY  und  {TJ A^  nach  wie  vor  zu,  nur  daß  wir  sie 
jetzt  als  Konstanten  behandeln.  In  diesem  Sinne  ist  dann  die 
folgende  Behauptung  zu  verstehen,  deren  begrifflicher  Inhalt  durchaus 
nicht  mit  früher  aufgestellten,  ähnlich  klingenden  Lehrsätzen  ver- 
wechselt werden  darf: 

I.  Die  unter  (I)  und  (2)  zusammeugestellten  Ausdrücke 
bilden  ein  vollständiges  und  kleinstes  System  von  ganzen 
und  rationalen  (dazu  notwendig  absoluten)  Invarianten 
beliebig  vieler  Vektoren  X,  TJ  gegenüber  der  Gruppe  y  der 
eigentlichen  automorphen  Transformationen  der  quadrati- 
schen Formen  (-LX)^,  {U Ay. 

Die  Ausdrücke  (1)  sind  dann  auch  noch  absolute  Invarianten 
der  Gruppe  y,  r/,  während  die  Ausdrücke  (2)  bei  den  Transformationen 
von  r]  alle  den  Faktor  —  1  annehmen.  Wenn  aber  die  quadratische 
Form  {LXy  {oder  {UA)-\  eine  Summe  von  Quadraten  wird,  so 
reduzieren  sich  die  Ausdrücke  (1),  (2)  auf  die,  die  wir  in  §  2  be- 
handelt hatten,  und  umgekehrt  entspricht  jedem  solchen  System,  in 
dem  einige  der  Vektoren  mit  X,  einige  mit  U  bezeichnet 
sind,  wieder  ein  System  von  Ausdrücken  (1,  2),  das  aus  jenem  eben 
durch  Transformationen  von  F  hervorgeht.  Hiermit  haben  wir  nicht 
nur  die  gesuchte  Erweiterung  des  Satzes  I  in  §  2,  sondern  es  ist 
außerdem  auch  noch  klargestellt,  in  welcher  Beziehung 
der  Satz  I  zur  Invariantentheorie  der  umfassenderen 
Gruppen  J"",  H  und  G-  steht.  Wir  haben  zuerst  ein  vollständiges 
und  kleinstes  System  von  (zum  Teil  nur  relativen)  Invarianten  der 
Gruppe  G  im  System  der  quadratischen  Form  (LX)^  und  beliebig 
vieler  linearer  Formen  gebildet.  Durch  Erweiterung  des  betrachteten 
Integritätsbereiches,  nämlich  durch  Hinzufügung  von  |X|~^,  konnten 
wir  sodann  dieses  System  noch  vereinfachen,  wir  konnten  zum 
reduzierten  System  von  Invarianten  derselben  Grundformen 
übergehen,  unter  die  nun  auch  die  zu  (LX)^  reziproke  Form  {UAy 
aufgenommen  werden  konnte.  Aus  diesem  reduzierten  System 
erhielten  wir  sodann  ein  ebenfalls  vollständiges  und  kleinstes  System 
von  Invarianten,  wieder  von  denselben  Grundformen,  gegenüber  der 
Gruppe  r,  H  durch  die  Spezialisierung  \L\  =  1.  Und  aus  diesem 
letzten  System  endlich  ergab  sich  das  in  dem  Lehrsatze  I  beschriebene 
System  von  Invarianten  der  Gruppe  y,  rj  dadurch,  daß  aus  der 
Mannigfaltigkeit  der  veränderlichen  Formen  die  beiden  quadratischen 
Formen  (LX)^  und  {UAy  weggelassen  wurden.  Ferner  aber  ergibt 
sich  auch  noch  das  folgende  sehr  wesentliche  Resultat: 
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Die  in  §2  ermitteltenidentitäten  zwischen  elementaren 
orthogonalen  Invarianten  finden  sich  vollständig  und  im 
wesentlichen  unverändert  im  System  der  Invarianten 

(10)  (XjD,  {UX\  {UV), 

(Xi  . . .  Xn),  ...,{Xi  ...  XiUi^^  ...  Un),  . . .,  (U,  . . .  U„)  der  durch 
die  quadratischen  Formen  (LX)^,  {TJ A)-  bestimmten  Gruppe 
7,  ri  wieder. 

Alles  was  man  nämlich  zu  tun  hat,  um  aus  irgend  einer  jener 
Formeln  die  entsprechende  umfassendere  Formel  zu  erhalten,  besteht 
darin,  daß  man  an  Stelle  einiger  Zeichen  X  oder  Y  Zeichen  V 
oder  F  setzt,  und  dann,  wo  die  Verbindung  {U  X)  auftritt,  (UX) 
dafür  schreibt  i).  Aus  jeder  richtigen  Identität  geht  auf  diese  Art 
wieder  eine  richtige  Identität  hervor,  und  ebenso  gilt  das  Umgekehrte. 
Insbesondere  verhalten  sich  auch  die  Invarianten 

(11)  (Xi  ...  XiL\^^  ...  Un) 

ganz  wie  Determinantensymbole.  Sie  sind  ja  Determinanten 
(S.  135)  und  wechseln  demnach  ihre  Vorzeichen,  wenn  man  zwei  der 
vorkommenden  Zeichen  Xt,  X^  oder  T;,  U^  oder  auch  zwei  Zeichen 
wie  Xi,  Uu  vertauscht:  Alles  das  geht  aus  unseren  Formeln  (1) 
und  (2)  unmittelbar  hervor. 

Es  gelten  also  auch  die  Sätze  11  und  KI  des  §  2  mit  der 
einzigen  Änderung,  daß  an  Stelle  aller  einzelnen  Zeichen 
X  und  Y",  die  Vektoren  erster  Schicht  bedeuten,  nach  Be- 
lieben die  Zeichen  U  und  F  von  Vektoren  zweiter  Schicht 
substituiert  werden  können.  Den  so  entstehenden  neuen 
Zeichen,  die  unter  (10)  und  (11)  aufgezählt  sind,  ist  dann 
die  unter   (1)    und    (2)    angegebene    Bedeutung  beizulegen. 

Natürlich  beruht  diese  Leichtigkeit  des  Operierens  lediglich 
darauf,   daß   wir  von  vornherein   die   anzuwendenden  Zeichen   sorg- 


1)  Eine  solche  Änderung  der  Bezeichnung  ist  offenbar  entbehrlich, 
sobald  n  >  2  ist;  wir  hätten  unter  dieser  Voraussetzung  ebensogut  die 
Zeichen  (X  Y)  und  {U\V)  durch  (A' Y)  und  (f'T'),  oder  umgekehrt 
{U X)  durch  (f'iX)  ersetzen  können.  Im  Falle  n  =  2  aber  würde 
dann,  wie  schon  bemerkt,  eine  Mehrdeutigkeit  entstehen.  Aber  auch  im 
allgemeinen  Falle  kann  die  im  Texte  benutzte  Bezeichnungsart  der  größeren 
Deutlichkeit  dienen,  indem  sie  daran  erinnert,  wie  die  Invariantentheorie 
der  Gruppe  y  zur  Invariantentheorie  der  Gruppe  F  in  Beziehung  ge- 
bracht wei-den  kann.  Ist  dieses  einmal  klargestellt,  so  mag  man  die 
Vertikalstriche  wieder  weglassen.  Wir  behalten  sie  indessen  bis  auf 
weiteres  noch  bei. 


152  §  14.     Fundamentalsätze  (Fortsetzung). 

fältig,  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  eine  möglichst  einfache  Fassung 
dieses  unseres  Hauptergebnisses  gewählt  hatten. 

Im  Grunde  haben  wir  es  also  in  der  Theorie  der  auto- 
morphen Transformationen  der  quadratischen  Formen 
(LX)2,  {UAY,  ganz  wie  in  der  spezielleren  Theorie  der 
orthogonalen  Transformationen,  nixr  mit  zwei  Invarianten- 
typen, 

(X|r)        und        (X,  ...Xn), 
zu  tun. 

Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  der 
Invariantentheorie  der  Gruppe  y,  rj  und  der  der  zuvor 
betrachteten  Gruppe  F,  H.  In  der  Theorie  der  Gruppe  JT,  H  ist 
es  keineswegs  überflüssig,  alle  Vektoren  zweimal  zu  setzen,  ihre 
Mannigfaltigkeit,  wie  wir  uns  ausgedrückt  hatten,  mit  zwei  Schichten 
zu  überdecken,  trotzdem  daß  auch  in  diesem  Falle  die  Vektoren 
beider  Schichten  in  bestimmter  Weise  gepaart  sind, 

{LX)L  =  ir,      {Uyl)A  ==  X. 

Denn  so  gepaarte  Vektoren  werden  durch  die  Transformationen  von 
r,  H  auf  verschiedene  Arten  untereinander  vertauscht,  es  entsteht 
durch  Anwendung  einer  Transformation  von  F,  H  eine  neue  Paarung, 

{LX)L=  U,     {UJ)A  =  X. 

Ganz  anders  als  die  hier  betrachteten  gepaarten  quadratischen  Formen 
{LXy^,  {TJ xi)^  verhalten  sich  singulare  quadratische  Formen  (die  mit  ver- 
schwindenden Diskriminanten),  auf  deren  Theorie  wir  hier  nicht  eingehen 
können. 

§  14. 

Fortsetzung  und  Zahlenbeispiel. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  geschilderte  einfache  Gestaltung- 
unserer  Theorie  war  insofern  etwas  teuer  erkauft,  als  zur  Über- 
führung einer  nicht  singulären  quadratischen  Form  in  eine  solche 
von  der  Determinante  Eins  in  der  Regel  das  Ausziehen  einer  w'^° 
Wurzel  nötig  ist,  also  eine  irrationale  Operation,  die  im  Falle  einer 
reellen  Form  zudem  nicht  einmal  immer  auf  reellem  Wege  ausgeführt 
werden  kann.  Es  ist  aber  nicht  schwer,  diesen  Übelstand  zu  ver- 
meiden; nur  muß  man  dann  auf  eine  vollkommene  Symmetrie  der 
Formeln  verzichten. 

Um  auch  jetzt  wieder  zu  möglichst  einfachen  Ausdrucksformeu 
zu  gelangen,  werden  wir  neben  einigen  der  bisher  benutzten  Zeichen 
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noch  andere  verwenden,  die  wir  von  jenen  durch  Gebrauch  fetter 
Klammern  unterscheiden.  Als  quadratische  Grundform  wollen  wir 
eine  solche  mit  Veränderlichen  zweiter  Schicht  benutzen,  die  wir  mit 
{TJ AY  bezeichnen.  In  den  zu  betrachtenden  Integritätsbereich 
nehmen  wir,  als  reine  Konstanten,  alle  Koeffizienten  von  (U  A)'^,  und 
dazu  noch  den  reziproken  Wert  der  Invariante  |  A  \  auf.  Dann  lassen 
sich  unsere  Hauptsätze  I,  11,  III  im  übrigen  ganz  unverändert  auf 
den  Fall  einer  beliebigen  von  Null  verschiedenen  Diskriminante 
übertragen,  wenn  wir  an  Stelle  der  Invariantentypen  des  §  13  die 
folgenden   n  -{-  4  Ausdrücke  treten  lassen: 


(1)        (X^  ...  Xn)  =  (X,  . . .  X„),     {X  I  D  =  (LX)  (LY), 


(wobei 


{LX){LY) 


{XyU_ ...  A)(r^2  •••  A) 

(n-l)!|^| 


zu  setzen   ist.     (U Ay  und  (L Xy  sind  dann   reziproke  Formen, 
'^'"^^°  \L\.\A\=1.) 


(2) 


(f^ 


Un)  ^\yl\.  (U,  . . .  Un),    {U :  V)  =  (UJ)  (VA),  1) 


(3) 


(4) 


iUX)  =  (UX), 


{X 

1  •  •  • 

X, 

_,Un)  =  (X, 
{X,   ...Xn-2 

Xn  —  2  A„  _  i  An 

...   Xn_yA 
Un-xUn) 
)(Un-^An- 

n){Un 

;:::;;::::::::::: i 

(^1 

A 

{X,ü,.. 

...yln){UA,) 

...   (UAn). 

Wir  haben  diesmal  unter  (1)  und  (2)  alle  elementaren  In- 
Varianten  der  Gruppe  y,  r]  der  automorphen  Transformationen  von 
{U AY  zusammengestellt,  die  nur  von  Vektoren  erster  Schicht  oder 
nur  von  solchen  zweiter  Schicht  abhängen;  die  Formeln  (3)  und  (4) 
enthalten  die  übrigen  elementaren  Invarianten,  die  also,  in  denen 
Vektoren  erster  und  zweiter  Schicht  zusammen  vorkommen. 


^)  Man  beachte  den  Faktor  |J|  in  der  ersten  dieser  Formeln. 
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iJan  hat  dann  noch  die  Reduktionsformeln 

{L,  X,)  ...  (Ln-i  X„_i)  (i,  . . .  i„_i  U„) 
=  \A\-K{X,  ...Xn-rU„), 

(Li  Xi)   .  .  .   {Ln  —  2  Xn  —  i)  •  {Li   ..  .   Ln  —  2  t^n  — 1  ^  n) 
=    \J\-K{X,...    Xn-2U„^,U„),    USW. 

Zwischen   den   Invarianten   der   beiden   unter  (1)   aufgeführten 
Arten  bestehen  dann  die  identischen  Gleichungen 


(A) 


(X,X,.. 

+  • 

x„) .  (Xo  r)  +  (- 1)"  (X2 . . .  Xn  Xo) {X, ;  y) 
■  •-!-(- 1)» (Xo . . .  x„_i) .  (x„  r)  =  0, 

1 

(Xi  ...x„).a\...  Y„) 

~\A  -liX,   Y,)  ...(X„  r,j|  =  0, 

(B) 

von  denen  sich  nur  die  zweite  von  der  entsprechenden  Identität  des 
§  2  durch  das  Auftreten  des  Faktors  |  A  |  rechter  Hand  unterscheidet. 
Aus  den  Formeln  (A)  und  (B)  entstehen  dann,  wie  früher,  überhaupt 
alle  identischen  Relationen,  die  zwischen  Invarianten  von  Vektoren 
erster  Schicht  stattfinden.  Die  Ausdrücke  (2  bis  4),  die  außerdem 
Vektoren  zweiter  Schicht  oder  nur  solche  enthalten,  entstehen  aber 
aus  den  Ausdrücken  (1)  durch  Substitutionen  der  Form 

X=  {UA)A', 
man  kann  also  alle  Relationen,  die  zwischen  den  Ausdrücken  (l)bis(4) 
bestehen,  mechanisch  aus  den  Formeln  (A)  und  (B)  und  ihren 
Folgerungen  dadurch  erhalten,  daß  man  in  den  linker  Hand  ein- 
geführten Symbolen  an  Stelle  der  Zeichen  X,  Y  Zeichen  U,  V  sub- 
stituiert. Hiermit  ist  die  Übertragung  der  Lehrsätze  unseres 
§  2  auf  den  vorliegenden  Fall  bereits  vollzogen.  Sie  brauchen 
nicht  erst  noch  besonders  formuliert  zu  werden.  Substituiert  man 
z.B.  in  (B)  Yfe  =  (UTcAk)A,^,  so  hebt  sich  beiderseits  der  Faktor  \yl\ 
heraus,  und  man  erhält  wieder  das  Multiplikationstheorem  der  Deter- 
minanten, 

(Xi  . . .  X„) .  (l\  . . .  U„)  -  (Xi  l\)  ...  (X„  L\)  I  =  0, 
auf  dem  eben  das  Bestehen  der  Identität  (B)  beruht. 

Wir  erläutern   das  Vorgetragene  durch  ein   für  Anwendungen 
besonders   wichtiges    Zahlenbeispiel,    indem   wir    (nunmehr    unter 
Zählung  der  Indizes  von  0  bis  3) 
(0)  {UA)^  =  IV-  -  Z7,2  -  LV  -  IV 

und  also 
(6)  {L  X)2  =  Xo2  -  Xi2  -  Xjä  -  X32 
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(7) 


setzen  i).  Ein  vollständiges  und  kleinstes  System  von  Typen  elemen- 
tarer Invarianten  der  Gruppe  y,  r],  die  aus  den  eigentlichen  auto- 
morphen Transformationen  der  Formen  (5)  und  ((!)  besteht,  wird 
dann  von  den  folgenden  Ausdrücken  gebildet: 

(X\Y)  =  XoYo  -  X,l\-  X,l\-  X,Ys, 
(UX)  =  To  Xo  +  l\  X,  +  U,  X,  -f  U,  X3, 
(U\  V)  =  To  Vo  -  l\  V,  -  T\  V,  -  U,  T-3; 

{XaXßX.yXf)) 

(UaUßUyUö) 

(XYZW) 

(X  r  F  W) 

(X  U  V  W) 

Die  Zusammenfassung  aller  zwischen  diesen  Ausdrücken  be- 
stehenden nicht  weiter  zu  reduzierenden  Identitäten  in  nur  zwei 
Formeln  wird  dann  mit  Hilfe  der  hier  eingeführten  Zeichen,  die  alle 
reellen  Invarianten  auch  in  reeller  Form  darstellen,  auf  die  ein- 
fachste Weise  erreicht:  Man  hat,  wenn  nun  Vektoren  erster  oder 
zweiter  Schicht  einfach  mit  Ziffern  bezeichnet  werden,  ganz  allgemein 
(2  3  4  5).  (1  I  0)4- (3  4  5  1).  (2  jO) 
-l-(4512).(3|0)-h(5l23).(4l0) 
(8)  -f  (12  3  4).(5!0)  =  0, 

(12  3  4).(1'2'3'4') 
+  |(lil')...(4i4')|  =  02). 
Nur   ziehen    wir     der    Folgerichtigkeit    halber    es    auch    hier     noch 
vor,  die  bilineare  Invariante   eines  Vektors   erster  Schicht  und  eines 

1)  Ich  lasse  hier  die  Indizes  von  0  bis  3  laufen,  um  nicht  bei  ge- 
legentlicher Darlegung  der  Beziehung  unserer  Theorie  zur  Theorie  der 
Biquaternionen  die  Bezeichnungen  ändern  zu  müssen. 

2)  Man  beachte  das -{--Zeichen  in  der  zweiton  dieser  Formeln. 


{XaXljXyXö)     = 

(XaX^.XyXö), 

(UaUßUyUö)     = 

-{UaU.UyUöh 

Xo        X,        Xo_ 

A'3 

(xrzTr)  = 

Yo        Y,         1\ 
Zo         Zj         Zo 

^3 

ITo  —  Wi  —  TT'2 

-w. 

Xo        X,        X, 

^3 

(X  r  F  W)  = 

Yo        Y,        Y, 

Vo  -V,  -r. 

Y, 
—  T'3 

Wo  —  TFi  —  IFa 

-  w. 

Xo        Xi         Xg 

Xs 

(X  U  V  W)  = 

Uo   -l\    -V, 
Vo  -  T^,    -  Y, 

-Vs 

Wo  —  TFi  —  IFs 

-  w. 
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solchen  zweiter  Schicht  nicht  durch  das  Zeichen  (U  i  X),  sondern,  wie 
zuvor,   durch   das   Zeichen   {U X)  darzustellen.      Z.  B.  ist  identisch 

(XYZW).{X'Ü'V'W') 

\{x\x')\(xu')    (xr)    (xw) 

(Y\X')(YU')      (YV)      (YW) 
(Z  I  X')     {Z  U')       (Z  V)      (Z  W) 

( W  X')     ( W  i  U')  ( W 1  V'){W I W) 

{XYrW).(X'Y'V'  W) 

{X\X'){X\Y')  :  (XV)      (XW) 

(Y I X')  (Y I  r') ;  (r  V)    (r  W) 

(VX')   (Fr')       (F|  F')  (F|  PF') 
{WX'){WY')     {W\V')(W\W') 


=  0, 


0. 


Aus  dem  Vorgetragenen  ist  zu  ersehen,  daß  zwar  keineswegs 
alle  Invarianten  der  Gruppe  y,  7],  wohl  aher,  unter  anderen,  die  unter 
(1)  his  (4)  aufgezählten  elementaren  Invarianten  dieser  Gruppe  in 
einem  weiteren  Sinne  des  Wortes  auch  noch  Invarianten  (nämlich 
absolute  oder  relative  Invarianten)  einer  umfassenderen  Gruppe  sind, 
die  dadurch  erhalten  wird,  daß  man  die  Gruppe  y,  r]  mit  der  ein- 
gliedrigen  Gruppe       ^  ^  ^  ^^      q-KU  =  ü  {g  :^  0\ 

zusammensetzt,  die  etwa  als  Gruppe  der  Streckungen  bezeichnet 
werden  soll.  Die  so  erhaltene  neue  Gruppe,  deren  Transformationen 
von  einem  Parameter  mehr  abhängen  als  die  der  Gruppe  y,  rj,  soll 
Gruppe  der  hemiautomorphen  Transformationen  der 
quadratischen  Formen  (i  X)^  {U  J)^  oder  (XX),  (U \  U)  ge- 
nannt werden.  Sie  umfaßt,  wenn  die  Stufenzahl  n  gerade  ist,  gleich 
ihrer  Untergruppe  y,  7]  selbst,  zwei  getrennte  Schichten  von  (kom- 
plexen) Transformationen,  bei  ungeraden  Werten  von  n  aber  nur 
eine  einzige  Transformationenschicht.  Unter  ihren  Transformationen 
sind  zwei  Transformationen  der  Gruppe  y,  rj  enthalten:  Außer  der 
identischen  Transformation  „die  Diametralspiegelung"  — X  =  X, 
—  ü  =  U,  die  bei  geraden  Werten  von  n  zur  Gruppe  y,  bei  un- 
geraden Werten  von  n  zur  Schar  r]  gehört.  Man  kann  bei  un- 
geraden Werten  der  Stufenzahl  (im  komplexen  Gebiete)  durch 
hemiautomorphe  Transformationen  unserer  quadratischen  Formen 
hindurch  von  eigentlichen  automorphen  Transformationen  zu  un- 
eigentlich-automorphen kontinuierlich  übergehen,  bei  geraden 
Werten  der  Stufenzahl  aber  nicht. 
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Bedienen  wir  uns,   je   nach  Umständen,    des  Zeichens  g^  li  oder 
des   Zeichens  g  für    die   soeben   besprochene  Gruppe,    so   kann    das 
gegenseitige   Verhältnis   der    uns    hier    näher    angehenden   Gruppen 
durch  die  folgenden  Schemata  verdeutlicht  werden: 
(i  G 


(r,  H)  {g,  h) 


l|\ 


\^     li 
r  (y.rj)  g  T  (y,r]) 

\||/  ni  =  o\  \/  (n  =  l\ 

y  \mod.  2/  y  Vmod.  2/ 

Ein  Doppelstrich  zwischen  zwei  Gruppensymbolen  deutet  an, 
daß  die  umfaßte  Gruppe  in  der  umfassenden  invariant  ent- 
halten ist^). 

Wir  wollen  nun  die  elementaren  Invarianten  der  Gruppe  g,  h 
oder  g,  die  ja  schon  aus  dem  Vorhergehenden  abgelesen  werden 
können,  nochmals  unmittelbar  bestimmen. 

Daß  die  zueinander  reziproken  Formen  (iX)^  oder  (X  X)  und 
{U Ay  oder  {TJ  TJ)  (und  dann  auch  ihre  Polaren)  nach  Ausführung 
einer  geeigneten  Transformation  der  Gruppe  G  mit  einem  Faktor 
reproduziert  werden  sollen,  der  von  den  transformierten  Veränder- 
lichen X  und  TJ  nicht  abhängt,  läßt  sich,  unter  anderem,  ausdrücken 
durch  Gleichungen,  die  den  Gleichungen  (G)  in  §  13  analog  sind  und 
sie  umfassen. 

Wir  gehen  aus  von  den  für  jedes  Paar  reziproker  bilinearer 
Formen  geltenden  Identitäten 

[XC){rB){z]u)  =  {xu\ 

(9)  (X2))(z/C)(rj7)  =  (Xf7), 

{XL)  {LA)  {AU)  =  (Xr), 

und  drücken  dann,  daß  die  Form  (/>  X)^  bei  einer  der  zu  betrachten- 
den Transformationen  in  ein  Multiplum  ihrer  selbst  übergeführt 
werden  soll,  etwa  so  aus: 

(a)  (X  C){rL)  {L  r')  {C'Y)  =  J.  (X L)  {L  Y). 


^)  Sind  ®  und  %  zwei  Transformationen  irgend  zweier  Grupjien  ® 
und  g,  von  denen  g  als  (echte)  Untergruppe  in  @  steckt,  und  ist,  bei  jeder 
Wahl  von  S  und  %  aus  diesen  Gruppen,  %*  =  ©— 12©  immer  wieder 
eine  Transformation  von  g,  so  sagt  man,  g  sei  eine  invariante  Unter- 
gruppe von  ®,    oder  die  Gruppe  g  sei   in  ®    invariant   enthalten. 
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Schreiben  wir  in  dieser  Gleichung,  die  ja  für  alle  X  und  alle  Y 
bestehen  soll,  X  und  Y  an  Stelle  von  X  und  Y,  und  substituieren 
wir  dann 

(XD)^  =  X,     ^' {D' Y)  =  Y  (<^), 
so  erhalten  wir 

(XD)(z/c)(xr)   (i>r')(C'z/')(2)'r) 

=  J.(X B)  {ZI  L)     {L  /]')  (D'  Y) 

und   also  nach  (9) : 

(b)  (X D)  (z/  L)  (L  z/')  {D'  Y)  =  ./-'.  (XL)  (L  Y). 

Zu  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  sind  dann  korrelativ  (reziprok) 
ebenfalls  identische  Gleichungen  derselben  Form 


(c) 

und 

(d) 


{rr){CA){AC'){r'r')  =  j.{ua){av) 

{TIA)  (B  Ä)  {A  B')  (A'  V)  =  J-K  {UA)  {A  V). 


Daß  nämlich  die  in  (a)  und  (c)  auftretenden  Proportionalitäts- 
faktoren  denselben  Wert  haben  müssen,  erkennt  man,  wenn  man 
X  =.  Y  ^=A  und  U  =  V  =  L  setzt.  Wir  sehen  also,  daß  —  unter 
anderen  —  jede  einzelne  der  vier  Gleichungen  (a),  (b),  (c),  (d)  oder 
also  jede  der  identisch  zu  erfüllenden  Gleichungen 


(XC)  (F  DiC'Y)  =  J 

.{X 

y). 

(XB){A  A'){B'Y)  =  J- 

.(X 

Y), 

{ur){c  c'){rv)  =  j 

.{U 

V), 

{UA){B  B'){A'V)  =  J- 

.(f 

V) 

(10) 


die  übrigen  nach  sich  zieht  und  charakteristisch  ist  für  die  hemi- 
automorphen  Transformationen  des  Formenpaares  (X' X),  (U  U). 
Die  auftretenden  Proportionalitätsfaktoren  sind  simultane  Invarianten 
der  Formen  {XC)(A  T')  und  (iX)^;  sie  haben  die  zueinander  rezi- 
proken Werte 


(11) 


j  •  =^{C  c'){rr'), 


J-i  =  -(B  B'){A  A'l 
n 


quadratischer  Formen.  159 

Läßt   man   die  betrachteten  Transformationen   sicli  auf  Streckungen 

reduzieren  [Nr.  (8)],  setzt  man  also 

(12)      {XC){rU)  =  Q.{XU),  {DX){UJ)  =  Q-K{XU), 

so  folgt 

Nun  zielit  die  Substitution 

{xc)r=x   (^) 

die  Gleichung 

\C\.{X,...X„)   =   (X,...Xn) 

und  nach  (10)  auch  die  Gleichung 

J.{X  Y)  =  iX\Y) 

nach  sich.     Andererseits  ist 

(x,...x„).(r,  ...rn):!(Xiiji)...(X„|r„)! 

=  {X,  ...  X„).{1\  ...Yn):\{X,\Y,)  ...{Xn\Yn)\ 

(B,  S.  154).     Hieraus  folgt,  daß 


(13) 
sein  muß. 


/"  =  I  C\^ 


Es  sei  nun  zuerst 


w  =  0     (mod.  2). 


Dann  ist  entweder  /"^  ::^  |  (;|  oder  J'"'^  =  — |  C|.  Im  ersten 
Falle  nennen  wir  die  Transformationen 

{xc)r  =  X,  (Uzj)  D  =  u   (->) 

eigentlich,  im  zweiten  uneigentlich.  Wir  erhalten  zwei  ana- 
lytische Transformationsscharen,  die  schon  erklärten  Schichten  g  und  h. 
In  beiden  Fällen  läßt  sich  eine  sonst  irrationale  Wurzelgröße,  eine 
Potenz  der  Transformationsdeterminante  mit  gebrochenem  Expo- 
nenten, rational  erklären,  nämlich  entsprechend  der  getroffenen  Unter- 
scheidung : 

(14)  \\C\\l  =  J=Je,       {—\C\\n=J=J,. 

Potenzen  von  Jg  und  J^  mit  ganzzahligen  Exponenten  liefern 
dann  die  Faktoren,  mit  denen  die  Ausdrücke  (1)  bis  (4)  bei  Aus- 
führung der  kontragredienten  Transformationen 

(x  C)r  =  X,   (uzi)  D  =  u 
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reproduziert  werden ;  die  Formeln  (a)  bis  (d)  liefern  das  Gleichunga 
System 


(15) 


{UX) 

=  (UX), 

j.(x|r)  = 

WY), 

J- 

K{Ü\V)-- 

=  {U\V), 

+  /W2 

.(X,. 

..Xn-l 

Xn) 

==(X,  .. 

X„_iX„), 

+  /W2-1 

.(X,. 

..Xn_, 

Un) 

=  (X,  .. 

X„_i  Cf„), 

•■'::::::::::::::::::::   i 

4-   J-i--/ 

2.(X 

,U,    ... 

TJn) 

=  (Xi  TJ, 

.  .  .    C7„), 

4-  /—'S 

.{U, 

u,  ... 

Un) 

=  {U,U, 

.  .   .     Un). 

Dabei  gelten  die  oberen  Zeichen ,  wenn  es  sich  um  eine  eigentliche, 
die  unteren,  wenn  es  sich  um  eine  uneigentliche  Transformation 
handelt.  Zwei  Typen  absoluter  Invarianten  der  Gruppe  g  finden 
sich   also   schon   unter  diesen   elementaren   Invarianten    {U X)  und 

(Xi  ...X„/2C^i  ...  ?7„/o)- 


Es  sei  jetzt  zweitens 


1      (mod.  2). 


Es  gibt  dann  nur  eine  Schar  von  hemiautomorphen  Transforma- 
tionen der  quadratischen  Formen  (XX)^,  {U AY^  und  diese  bilden 
die  analytische  Gruppe  g.  Wir  können  dann  eine  rationale  Invariante 
(der  Gruppe   6r)  durch  die  Formel 

erklären  Dieses  K  ist  eine  Funktion  ersten  Grades  der  Koeffi- 
zienten von  (XC)  {TIT)  (während  Jg  und  /„  vom  zweiten  Grade 
sind).    An  Stelle  der  Formeln  (15)  treten  nunmehr  die  folgenden: 


(16) 


J^ 


cp 


(17) 


{UX)  = 

=  (UX), 

A'2 

(X  1  Y)  -- 

=  iX\Y), 

K-^.{U\V)  = 

iU\V); 

K^ 

.(Xi... 

Xn_iX„) 

=  (X,.. 

Xn- 

-iX„), 

J^n- 

-2.(X,... 

Xn-^U„) 

=  ix,.. 

X„- 

-lUn), 

Un), 

K'- 

-".  (X^U 

2     ...     C^J 

=  (X,  u. 

K- 

'    .  {l'i  u 

2    ...    TJ„) 

=  iU,  Uo_ 

Ujr). 

/,  =  1,  J„  =  1 

{n  ^EE  0,  mod.  2) 

K  =  1  oder  K  = 

—  1  («  EIE  1,  mod.  2) 

§15.     Verschiedenartige  Ergänzungen.  IGl 

Die  ersten  drei  dieser  Invarianten  nehmen  also  Potenzen  von 
K  mit  geraden  ExjDonenten  als  Faktoren  an,  die  übrigen,  die  die 
Gestalt  von  Determinanten  haben ,  Potenzen  mit  ungeraden  Expo- 
nenten;  und  hierauf  beruht  es,  daß  im  Falle  der  Untergruppe  y ,  rj, 
dann  nämlich,  wenn 


und 


ist,    die  Gleichungen   (15)   und  (17)  der  Form  nach  übereinstimmen. 
Man  kann  sich  die  Formeln  (15)  und  (17)  leicht  merken,  wenn 
man  bedenkt,  daß  die  Gruppe  //  ja  die  Streckungsgruppe  i) 

J'2,X  =  Q.X  =  X,     J-y^.U  =  Q-KU  =  U{n  =  0,  mod. 2) 

oder 

K.X  =  Q.X  =  X,     üC-i  .U  =  Q-KU  =  U(n~  1,  mod.  2) 

enthält,  und  daß  daraus  schon  sich  die  Faktoren  ergeben,  mit  denen 
die  aufgezählten  elementaren  Invarianten  reproduziert  werden. 

Der  Leser  möge  sich  im  einzelnen  deutlich  machen,  worin  sich 
die  Invariantentheorien  der  besprochenen  Gruppen  voneinander 
unterscheiden;  denn  nur  die  elementaren  Invarianten,  aus 
denen  sich  alle  Invarianten  zusammensetzen  lassen,  sind 
für   alle   diese  Gruppen  dieselben. 

§  15. 

Verschiedenartige  Ergänzungen. 

Irrationale  Kovarianten  von  bilinearen  Formen  und  von  Paaren 
quadratisclier  Formen. 

Auf  die  Beziehungen  des  Vorgetragenen  zur  i^rojektiven  Geo- 
metrie sind  wir  schon  früher  (^  5  bis  7)  etwas  eingegangen.  Jetzt 
soll  dieser  Stoff  nochmals  aufgenommen  werden,  besonders  mit  Rück- 
sicht darauf,  daß  in  dem  weitaus  größten  Teile  der  Literatur  nicht 
sowohl  die  Theorie  der  hier  betrachteten  Gruppen,  als  vielmehr  eben 
die  projektive  Geometrie  im  Vordergrunde  steht.    Ohne  Zweifel  beruht 


^)  Die  Streckungsgruppe  ist  eine  sogenannte  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe nicht  nur  von  g,  sondern  auch  noch  von  G,  d.h.  alle  ihre  Trans- 
formationen sind  mit  denen  der  Gruppe   G  vertauschbar. 
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ein  großer  Teil  des  Interesses,  das  das  zuvor  Gesagte  etwa  haben 
mag,  auf  der  Möglichkeit  seiner  Anwendung  in  der  projektiven  Geo- 
metrie. 

„Invarianten"  der  Kollineationsgruppe  Gj. 

Wie  bemerkt,  unterscheidet  sich  die  Invariantentheorie  der 
Gruppe  r,  H  (oder  irgend  einer  anderen  Untergruppe  von  6r  mit 
n^  —  1  wesentlichen  Parametern)  gar  nicht  von  der  Invarianten- 
theorie  der  Gruppe  Cr  selbst,  soweit  es  sich  nur  um  „elementare'' 
Invarianten  handelt,  nämlich  um  die  ganzen  und  rationalen  Inva- 
rianten ,  aus  denen  sich  alle  solchen  als  rationale  ganze  Funk- 
tionen zusammensetzen  lassen.  Diese  elementaren  Invarianten  aber 
sind  homogene  Funktionen  aller  an  ihrer  Bildung  beteiligten  Kerne 
(Vektoren  usw.).  Sie  ändern  sich  also  nur  um  Zahlenfaktoren,  wenn 
man  alle  diese  Kerne  multiplikatorischen  Änderungen  unterwirft,  und 
zwar  jeden  einer  anderen,  z.  B.  im  Falle  von  Vektoren 

öl  Xi  =  Xi,  . . .,  öm  Xm  =  X„.,  . . ., 
^^^  riTJ,  =  j7i,   ...,T„,Ü^=  U,„,  ... 

Es  liegt  dann  der  Gedanke  nahe,  überhaupt  nur  noch  auf  die 
Verhältnisse  der  Koordinaten  der  zu  betrachtenden  Vektoren  usw. 
zu  achten  und  die  linearen  Transformationen  ebenfalls  nur  noch  als 
Transformationen  von  Verhältnisgrößen  zu  behandeln. 

Dieses  ist  im  wesentlichen  der  Standpunkt,  den,  ausgehend  von 
Problemen  der  zu  ihrer  Zeit  vorliegenden  Geometrie,  die  Begründer 
der  Invariantentheorie  solchen  Problemen  gegenüber  eingenommen 
haben  und  den  auch  die  meisten  ihrer  Nachfolger  einnehmen.  Statt 
von  „Vektoren  erster  Schicht"  spricht  man  in  diesem  Zusammen- 
hange gewöhnlich  von  Punkten  (vgl.  §  1  und  3):  Ein  Punkt  ist 
eben  ein  System  von  n  Verhältnisgrößen 

Xi  :  Zo  :  ...  :  X„: 
der  Inbegriff  aller  Punkte  ist  das  projektive  Punktkontinuum 
(von  w*"  Stufe  oder  von  n —  1  „komplexen  Dimensionen"),  dem  (im 
Gegensatz  zum  Kontinuum  der  Vektoren)  der  Charakter  der  Abge- 
schlossenheit zukommt.  Die  Koeffizienten  einer  linearen  Trans- 
formation werden  dann  ebenfalls  als  Verhältnisgrößen  zu  betrachten 
sein,  was  man  vielfach  dadurch  zum  Ausdruck  bringt,  daß  man  an 
Stelle  der  Gleichungen  (1,1)  —  S.  111  —  Gleichungen  mit  einem  Pro- 
portionalitätsfaktor treten  läßt,  der  willkürlich  bleibt,  auf  den  es  in 
diesem  Zusammenhange  aber  nicht  ankommt: 
(2)  Xi  CJi,  +  .. .  +  Xn  Cni  =  ö  .  X,-     (Ö  #r  0). 
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Entsprechendes  gilt  von  Vektoren  zweiter  Schicht ;  an  Stelle  der 
Gleichungen  (1,  II)  —  S.  111  —  läßt  man  Gleichungen  der  Form 

(3)  U,Du  H h  ünDni  =  t.Ui     {t  41  0) 

treten.     Die  Verhältnisgrößen 

Ü,:U,:  •••  :  Z7„ 

können  dann  einfach  als  Koeffizienten  linearer  Gleichungen 

(UX)  =  U,X,-] +  IT„  X„  =  0 

aufgefaßt  werden,  deren  Veränderliche  den  Gleichungen  (2)  unter- 
worfen werden.  Man  spricht  von  ihnen  als  den  Koordinaten  eines 
„Punktes"  (zweiter  Schicht,  nach  unserer  Terminologie)  im  Falle 
n  ^  2,  einer  „Geraden"  im  Falle  «  =  3,  einer  „Ebene"  im  Falle 
W  =  4  usw.:  Allgemein  heißen  die  genannten  Verhältnisgrößen  Ko- 
ordinaten eines  kurzweg  mit  U  zu  bezeichnenden  „Gebietes  {n —  1)'^'" 
Stufe"  oder  einer  „linearen  Mannigfaltigkeit"  von  n  —  2  (komplexen) 
Dimensionen.  Die  Gleichungen  (2)  und  (3),  deren  Zusammenbestehen 
die  „vereinigte  Lage"  von  U  und  X  nicht  stört,  die  nämlich  be- 
wirken, daß  das  Bestehen  der  Gleichung  {U X)  =  0  das  Bestehen 
der  Gleichung  (U X)  =  0  zur  Folge  hat,  bilden  die  Gruppe  aller 
Kollineationen^)  des  Gebietes  w*®"^  Stufe  (eben  des  projektiven 
Kontinuums). 

Wir  werden  diese  aus  der  Geometrie  wohlbekannte  Gruppe, 
entsprechend  dem  hier  angewendeten  System  von  Bezeichnungen, 
kurzweg  die  Gruppe  ®  nennen.  Sind  dann  T^  und  T2  zwei  Trans- 
formationen der  Gruppe  G-),  so  daß  I\  T^  =  T^  wird ,  und  sind 
%i,  S21  2^3  <iJö  entsprechenden  Transformationen  von  @,  so  folgt 
2^1 2^2  =  2^3»  während  der  umgekehrte  Schluß  natürlich  nicht  ge- 
zogen werden  kann.  Nach  der  in  der  Gruppentheorie  üblichen 
Terminologie  sagen  wir:  Die  Gruppe  @  ist  meromorph  zur 
Gruppe  6r  (sowie  zu  den  zuvor  genannten  invarianten  Untergruppen 
jT;  jT,  H  usw.  der  Gruppe  G). 

Kommt  es  auf  die  Gruppe  ®  an,  so  liegt  kein  dringender  Grund 
mehr  vor,  die  Transformationsgleichungen  (3)  gerade  so  zu  schreiben, 
wie   hier   geschehen ,   so  nämlich ,    daß   in   die   Definition  der  Koef fi- 

1)  Nach  der  Terminologie  von  S.  Lie:  „Die  allgemeine  projektive 
Gruppe".  Unsere  Gruppe  G  ist  nach  derselben  Terminologie  „die  allgemeine 
lineare  homogene  Gruppe",  F  heißt  „die  spezielle  lineare  homogene  Gruppe". 

®)  Ich  brauche  also  hier  die  Zeichen  etwas  anders  als  zuvor.  T,  und 
2\  sind  jetzt  das,  was  vorher  %■^^  und  %i^  hieß. 
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zienten  7)fcj  ein  gemeinsamer  Nenner  \G\  aufgenommen  wird.  Glei- 
chungen der  Form 

(3*)  l\  7)r,-  +  •  ■  •  +  r„  L%i  3=  r*  .  Ui, 

wo  nunmehr  ;\\  r  \ 

B7,  =  t}p     (Vgl.  S.  91), 

würden  dasselbe  leisten,  allerdings  unter  Zerstörung  der  vollkommenen 
Symmetrie  zwischen  den  Transformationsformeln  für  X  und  U:  Man 
bleibt  dann  im  Bereich  der  ganzen  Funktionen,  auch  in  den  Trans- 
formationsformeln. Oder  man  kann  zur  Darstellung  der  Transforma- 
tionen von  @  überhaupt  nur  Transformationen  der  Gruppe  F  be- 
nutzen —  lineare  Transformationen  also  von  der  Determinante  Eins  ^). 
Der  gegenüber  unseren  bisherigen  Betrachtungen  eingetretenen  Ver- 
schiebung des  Interesses  entspricht  dann  eine  Verschiebung  des  In- 
variantenbegriffs : 

Als  Invarianten  der  Gruppe  @  erklären  wir  die  all- 
seitig-homogenen Invarianten  der  Gruppe  G^)  (oder,  was 
hier  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Gruppe  F  oder  der  Gruppe 
r,  H  usw.).  Die  Werte  dieser  Invarianten  haben  dann  für  die 
Theorie  der  Gruppe  @  keine  Bedeutung,  außer  in  dem  Falle,  wo  sie 
gleich  Null  sind:  Bedeutungsvoll  werden  erst  die  Quotienten  solcher 
Invarianten,  aus  denen  sich  bei  linearen  Transformationen  die  etwa 
vortretenden  Faktoren  wieder  wegheben.  Entsprechend  hat  man 
dann  solche  Quotienten  —  die  homogen  und  vom  Grade  Null  sein 
müssen  in  den  Koordinaten  aller  auftretenden  X,  U  usf.  —  als 
absolute  Invarianten  (der  Gruppe  @)  bezeichnet^). 

Der  Unterschied  dieser  üblichen  Begriffe  gegenüber  denen,  die 
in  der  vorliegenden  Untersuchung  angewendet  worden  sind ,  mag 
durch  ein  Beispiel  verdeutlicht  werden.  Wir  setzen  etwa  w  =  3 
und  stellen  dann  die  Transformationen  von  @  so  dar: 

Xi  Cu     A-    X^  Cu    +     Xs  Csi  =  Xi    {i  =  1,  2,  3), 

C  Uli  ^   ^2i  C^y3i  — 

Es   folgt   dann    (abweichend  von  unseren  früheren  Formeln): 
|C|  .(XYZ)  ={XYZ), 
\C\  .{UX)      ={UX), 

\c\^.iuv^v)=  (uvw)*). 

^)  Verlangt  man,  daß  reelle  Transformationen  von  ®  auch  reell  dar- 
gestellt werden  sollen  —  was  sachgemäß  ist  — ,  so  muß  bei  geraden  Werten 
der  Stufenzahl  n  an  Stelle  der  Gruppe  F  die  Gruppe  F,  H  treten. 

2)  T.  F.,  S.  4.  —  3)  T.  F.,  S.  10.  —  *)  T.  F.,  S.  33. 
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{XYZ),  (UX),  (fFTTO  sind  die  verschiedenen  Typen  „elementarer" 
Invarianten  der  Gruppe  (S.  Ihre  Werte  sind,  wie  gesagt,  in  der  Regel 
bedeutungslos,  da  sie  durch  Transformationen  der  Form  (1)  beliebig 
geändert  werden  können.     Wohl  aber  stellen  die  Gleichungen 

(XYZ)  =  0,    (UX)  =  0,    (urw)  =  0 

Beziehungen  dar,  die  durch  Transformationen  von  ®  nicht  zerstört 
werden  können.  Absolute  Invarianten  im  Sinne  der  Theorie  der 
Gruppe  ®  sind  rationale  Ausdrücke,  im  einfachsten  Falle  solche  wie 

iUX)iVY)       {XYZ){VZ') 

(L'r)(FX)'     {XYZ'){VZ) 
(sogenannte   Doppelverhältnisse).     Für    die    Gruppe    6r   dagegen 
war   schon   {TJX)    eine    „absolute"   Invariante,    und  ebenso 
das  Produkt  {UVW){XYZ). 

Augenscheinlich  ist  die  Invariantentheorie  der  Gruppe  @  schon 
durch  die  —  inhaltsreichere  —  Theorie  der  Gruppen  6r,  J""  usw.  mit- 
gegeben. Hieraus  darf  man  aber  nicht  etwa  den  Schluß  ziehen 
wollen,  daß  man  es  in  Untersuchungen  über  die  Kollineationsgruppe 
—  also  in  der  projektiven  Geometrie  —  mit  einer  Art  von  Ver- 
stümmelung einer  umfassenderen  algebraischen  Theorie  zu  tun  hat 
(wie  es  wirklich  die  Ansicht  einiger  Mathematiker  zu  sein  scheint). 
Es  ist  viel  mehr  als  ein  historischer  Zufall,  daß  man  gerade  den 
durch  Kollineationen  nicht  zerstörbaren  Eigenschaften  so  viel  Auf- 
merksamkeit geschenkt  hat,  wie  es  tatsächlich  der  Fall  gewesen  ist^). 
Außerdem  ist  zu  bedenken,  daß  die  feineren  Unterscheidungen,  die 
die  Betrachtung  der  Gruppen  G,  J""  usw.  nötig  macht,  doch  nach- 
träglich leicht  hinzugefügt  werden  konnten ,  wenn  man  eine  Inva- 
riantentheorie der  Gruppe  0  erst  einmal  hatte.  Und  schließlich  darf 
auch  das  nicht  übersehen  werden,  daß  die  Gruppen  6r,  V  usw.  eines 
Gebietes  w*"  Stufe,  also,  sagen  wir  deutlicher,  die  Gruppen  6r„2, 
P„2_  X  usf.,  selbst  nichts  anderes  sind  als  Untergruppen  der  Kolli- 
neationsgruppe ®n  (n  +  2))  die  zu  einem  Gebiete  einer  um  eine  Einheit 
vermehrten  Stufenzahl  gehört.   Man  erkennt  das  ohne  weiteres,  wenn 


^)  Man  kennt  Eigenschaften  der  projektiven  Kontinua  und  der  zu- 
gehörigen Gruppen  05,  die  diesen  Mannigfaltigkeiten  und  Gruppen  eine 
Sonderstellung  in  der  Theorie  der  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen 
anweisen ,  und  anderes  derart  hat  man  vermutet.  Die  wichtigste  hierher 
gehöi'ige  Tatsache  ist,  daß  die  Gruppe  ®  (abweichend  von  G)  einfach  ist, 
und  zwar  im  ursprünglichen  strengen  Sinne  des  Wortes;  d.  h.  daß  sie 
keine  (echte)  invariante  Untergruppe  hat  außer  der  identischen  Trans- 
formation. Auf  diese  Gruppe  von  Fragen,  um  die  sich  S.  Lie  besondere 
Verdienste  erworben  hat,  kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 
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man  den  betrachteten  Wertsystemen  {Xi  ...  X„\,  ...  {U^  ...Un\,  ..• 
neue  „Koordinaten"  Xq,...,  Uq,...  hinzufügt,  die  der  identischen 
Transformation  unterworfen  werden.  Aus  der  Gruppe  G„2  entsteht 
dadurch  eine  Gruppe  (r'„2,  deren  Objekte  die  Systeme  {Xq,  Xj,  ..., 
Xn],  ...,  {C/q,  Ui,  ...,  Un]  sind,  und  die  man  wegen  der  Einfachheit 
ihres  Zusammenhanges  mit  ö^„2  als  nur  unwesentlich  von  G„2  ver- 
schieden ansehen  kann.  Ja  man  wird  sich  kaum  der  Einsicht  ver- 
schließen können,  daß  diese  Gruppe  Cr ^2,  oder  also  G^„2,  bei  weitem 
nicht  die  interessanteste  der  Untergruppen  von  @„  („  ^  2)  ist. 

Die  Sonderstellung  des  Falles  0  =  2  i). 

Im  Falle  w  =  2  sind  die  Ausdrücke  der  Form 
(UT)  =  L\Y,^U,Y,, 
wenn  man  sie  als  Funktionen  von  Yi  und  Y2  betrachtet,  nur  in  der 
Art  der  Bezeichnung  verschieden  von  Determinanten  der  Form 
(X  Y)  =  X,  Y,  —  X2  Tl. 

Daher  fällt  im  Gebiete  zweiter  Stufe  die  Nötigung,  Vektoren 
—  oder  Punkte  —  zweier  „Schichten"  zu  betrachten,  überhaupt 
fort  2). 

Substitutionen  der  Form 

u,  =  ~x;,   u,  =  xi 

bewirken   dann,    daß   „kontragrediente"  Transformationen 
X,C,,^X,C,,  =  X,,    U,D,,  +  U,D,,  =  U„ 
XiCis+XaCaa  =  X2,     ZJ^  D,,  +  t^2  A2  =  ^2 

zueinander  proportionale  Koeffizienten  erhalten.    Es  ist  ja 

"■■■"|c|  Ö0„' 

also  folgt 

\c\-'-\x:cn  +  x:c,,}  =  x*, 

I  c  |-i  •  {x;  (7i2  -f-  x;  Coo\  =  x*. 

Verbindet  man  diese  Bemerkung  mit  dem  zuvor  Gesagten,  wo- 
nach —  unter  entsprechender  Änderung  des  Invariantenbegriffs  — 
der  Faktor  |  0|~^  auch  weggelassen  werden  kann,  so  sieht  man,  daß 

1)  Bis  hiei-her  war  vorausgesetzt  worden,  daß  die  Stufenzahl  >  2  ist 
(s.  S.  93). 

2)  Unter  Umständen  kann  aber  diese  Unterscheidung  vorteilhaft  sein: 
vgl.  Göttinger  Nachrichten  1912,  S.  2. 
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die  Unterscheidung  zweier  Arten  von  Invarianten  (L'X)  und 
{X\  Y),  {TJ  V)  hier  überflüssig  ist;  und  zwar  sind  es  dann  die 
Invarianten  des  ersten  Tj-pus,  die  unbeschadet  einer  sachgemäßen 
Darstellung  der  Theorie  entbehrt  werden  können. 

Im  binären  Gebiete  (n  =  2)  wird  man  also,  unter  Änderung 
der  Bezeichnung,  lineare  Formen  auch  so  darstellen  können: 

Formen  mit  mehreren  Veränderlichen  (ic,  y,  . . .)  und  solche  mit 
höheren  Ordnungszahlen  (^,  v,  . . .)  erscheinen  dann  als  Produkte 
symbolischer  Potenzen  linearer  Formen  (p  x),  (qx),  ...: 
{pxYiqyY  ... 
Die  linearen  Transformationen  unserer  Gruppe  G  (G^*)  werden 
bei  Gebrauch  dieser  Bezeichnungsweise  gleichlautend  für  die  Ver- 
änderlichen (x,  y,  . . .)  und  die  Kerne  der  zugehörigen  linearen  Formen 
(p,  q,  ...),  also  gleichlautend  für  Veränderliche  und  Symbole: 

Xi  c[i  -{-  X2  c'n   =  Xy,      _Pi  C'ii  +i)2  C21  =  Px  , 

(4)  ,  ~  ,  - 

Xi  C12  +  X2  C22  =  ^2  )     i?i  C12  +■  P2  C22  =  P2  ^) 

usw.  Es  gibt  also  dann  nur  noch  einen  „Typus"  von  „elementaren" 
Invarianten  linearer  Formen,  die  drei  Ausdrücke 

(xy)  =  Xyy^  —  x^yi, 

{py)  =  Piy.2—p2t/i, 

(pq)  =  Piq2—P-2Qi 
haben  alle  dieselbe  Form;   und   es   gibt   dann   auch   nur   noch   einen 
„Typus"  von  nicht   weiter   zerlegbaren  Relationen  zwischen   solchen 
Invarianten 

(5) 


(q  r)  ip  s)  +  (rp)  {q  s)  +  (p  q)  (r  s)  =  0. 


Und  alle  diese  „Invarianten"  sind  nunmehr  relative  Invari- 
anten der  Gruppe  Cr  (6/^4),  in  dem  früher  (S.  93)  erkärten  Sinne: 
Jede  nimmt,  bei  beliebiger  linearer  Transformation,  eine  Potenz  der 
Transformationsdeterminante  mit  positivem  ganzzahligem  Exponenten 
als  Faktor  an,  im  einfachsten  Falle  die  erste  Potenz: 

\c\-{xy)  =  {xy),     \c\.{px)  ^  ipoc),      \c\.{pq)  =  {pq). 

Setzt  man  \c\  =  +1,  so  erhält  man,  wie  früher,  eine  Gruppe 
r,  H  (r^3,  //g)  als  Untergruppe  von  G{Gi),  usw. 

^)  Wegen  der  Akzente,  mit  denen  die  Koeffizienten  c^-^  versehen  sind, 
siehe  die  Formeln  Nr.  (7). 
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Es  ist  also  klar,  daß  alles,  was  wir  unter  mechanischer  An- 
wendung der  für  eine  beliebige  Stufenzahl  entwickelten  Theorie 
auf  den  Fall  n  =  2  erhalten  können,  sich  in  diesem  Falle  wird 
einfacher  ausdrücken  lassen.  Insbesondere  vereinfacht  sich  auch 
das  Rechnen  mit  bilinearen  Formen:  Ist  die  Unterscheidung  zuein- 
ander kontragredienter  Transformationen  überflüssig,  so  ist  es  auch 
die  entsprechende  Unterscheidung  bilinearer  Formen.  Wir  brauchen 
nur  noch  eine  Art  bilinearer  Formen  zu  betrachten,  die  sich,  wenn 
ihre  Diskriminanten  nicht  Null  sind,  paarweise  als  zueinander 
„reziproke"  Formen  anordnen  lassen. 

Wir  betrachten  zuerst  eine  einzelne,  und  zwar  eine  „geordnete" 
bilineare  Form,  und  wir  fassen  sie  sogleich  als  Symbol  einer  Zu- 
ordnung X  — >  X  auf   (vgl.  S.  113).     Wir  ordnen   also   einander  zu: 


CO 


{xc)y  =  X,      (xc)  (y  y), 


oder,  ausgeschrieben: 

Xi  Tgi       ^2  ^11  =  £i)  -^'i  ^22  yi  ~h  ^'i  «^21 2/2 

^1  ^22  -^2  ^^12    — -    ^2  !  ''2  ^12  ^1  •^2  ^11  ^'2' 

Die  bewirkte  Zuordnung  ist  dann  eine  Transformation,  d.h. 
die  beiden  linearen  Gleichungen  unter  (7)  sind  nach  x^,  X2  auflösbar, 
wenn  die  Diskriminante  der  bilinearen  Form  (xc){'yi/), 

(8)  \c\  =  l  (c c') (y y')  =  c^ Cga  —  0^2 c^i, 

von  Null  verschieden  ist.  Dies  trifft  insbesondere  zu,  wenn  die  bi- 
lineare Form  die  „identische  Kovariante"  (xy)  ist,  wenn  also  (für 
alle  X,  y) 

(xc)(yy)  =  {xy), 
mithin 

C|j    U,        ^12 -^?        ^21    ^1        ^22    — '~    ^ 

ist.      Allgemein  ist,  wenn  \c\  ^  0, 

\c\.x  =  —(xy)c: 

die  zu  (7)  reziproke  Transformation  und  die  entsi^rechende  bilineare 
Form  wird: 

.gN  —   'h  C12    +    ''•2  ('U     =     I  t'  I  -3  .  1  (  ^1  C22  !/l   —  ^'l  C12  ?/2    1 

—  .Ti  C22  -\-X2C2i    =    I  C  I  .3;         \c\    I  —  ^Ts  ^21  2/1  +  ^2  Cn  2/2  J 

Die  Zusammensetzung  oder  symbolische  Multiplikation  zweier 
bilinearer  Formen  wird,  wie  früher,  so  zu  erklären  sein,   daß  sie  der 


der  binären  Formen.  169 

Zusammensetzuug    der    entsprechenden    Transformationen     parallel 
läuft.     Setzen  wir 

80    wird   die   zusammengesetzte  Form  T,  T^  zu   erklären   sein    durch 
die  Formel 

(10)  T3  =  Ti  Ja  =  (X  f, )  (y  1  Ca)  (72  y). 
Das  hat  zur  Folge,  daß,  wenn 

(11)  E  =  {xij)  =  x^y^—x^y^ 

die  (hier  einzige)  Einheitsform  bedeutet,  allgemein 

ET  =  TE  =  T 
wird,  und  außerdem 

\T,\.\T,\  =  \T,\. 

Erklären  wir  schließlich  die  zu 

T  =  {xc){yy) 
gehörige  „transponierte"  Form  durch 

T'  =  {xr){cy), 
so  wird,  wenn  \c\  r^  0, 

TT'  =  —\c\.E=  T'T. 
Also  ist 

hl 

die   Lösung   der    symbolischen   Gleichungen   T  T~^  =  T~^  T  =  E. 
Wir  haben  also  hier,  im  Falle  n  =  2,  die  Besonderheit,  daß 

,,..  T  =  -\c\.(T')-'{={xc){yy)\, 

^    ^  T'  =  -|c|.(r)-^  {={^r){cy)\ 

ist. 

Die  Theorie  der  binären  Formen  hat  bis  jetzt,  wie  natürlich,  das 
gründlichste  Studium  erfahren  —  ein  so  gründliches,  daß  manche  Autoren 
in  ihr  stecken  geblieben  sind.  Das  Hauptwerk  darüber  ist  Clebschs 
Theorie  der  binären  algebraischen  Formen  (1872,  vergriffen).  Einige  der 
wichtigsten  Ergebnisse  sollen  im  zweiten  Teile  der  vorliegenden  Schrift 
zum  Vortrag  kommen.  Es  sollen  dann  auch  Beispiele  von  Formen  be- 
trachtet werden,  die  neben  Veränderlichen  eines  oder  zweier  binärer 
Gebiete  (n  ::=  2)  solche  eines  ternären  oder  quaternären  Gebietes  (n  =  3,  4) 
enthalten.  Wir  werden  dann,  wie  schon  hier,  die  Gebiete  verschiedener 
Stufenzahlen  durch  den  zu  benutzenden  Letternsatz  unterscheiden. 


1)  {x  c^)  =  xj  Cfc  2  —  ^2  ''ifc  1.  (yk  y^  =  yk  i  iva  —  n-  2  ^1  ■ 
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Darstellung  bilinearer  Formen  mit  Hilfe  irrationaler  Kovarianten. 

Die  folgende  Ergänzung  zu  dem  über  bilineare  Formen  schon 
Gesagten  soll  der  Vorbereitung  weiterer  Entwicklungen  dienen.  Das 
zunächst  Darzulegende  bezieht  sich  auf  ein  berühmtes  Problem,  das 
sich  bei  vielerlei  Untersuchungen  dargeboten  hat,  nämlich  auf  die 
Überführung  bilinearer  Formen  in  eine  möglichst  einfache  Gestalt 
mit  Hilfe  linearer  Transformationen,  oder  auf  die  Einführung  so- 
genannter kanonischer  Koordinaten,  wie  sie  zum  Beispiel  bei 
Lösung  des  Hauptachsenproblems  der  Mittelpunktsflächen  zweiter 
Ordnung  ausgeführt  zu  werden  pflegt. 

Freilich  kann  hier  von  einer  Klasse  von  Problemen,  die  den  Gegen- 
stand zahlreicher  und  umfänglicher,  zum  großen  Teil  auch  schwieriger 
Untersuchungen  gebildet  haben,  nur  ein  sehr  kleiner  Ausschnitt  zur 
Sprache  kommen.  Indessen  gehören  die  beiden  speziellen  Aufgaben, 
die  uns  nun  beschäftigen  sollen,  doch  zu  den  wichtigsten  ihrer  Art. 
Sie  werden  auf  eine  von  dem  sonst  Üblichen  ganz  verschiedene  Weise, 
und  vor  allem  soweit  als  überhaupt  möglich,  durch  aus- 
schließliches Operieren  mit  Invarianten  behandelt  werden. 

Wir  behaupten  zunächst: 

I.  Unter  den  bilinearen  Formen 
Fo  =  (X  U),     F,  =  (X  A)  (P  U),     F,  =  {X  Ä)  (P  .1')  (P'  U) 


oder  also  unter  den  symbolischen  Potenzen  der  geordneten 
^""■"^  T  =  (XÄ){FU) 

sind  höchstens  die  n  ersten  linear-unabhängig.    Es  besteht 
nämlich  immer  eine  Gleichung  der  Form 


(1) 


T"-'A^'"-^  + 


+  (-l)»./,.Tf 


deren  Koeffizienten  absolute  Invarianten  derGruppeCr  (6r„2) 
sind. 

In  der  Tat  erhält  man  eine  solche  Gleichung  durch  Entwicklung 
der  Determinante      ^^^^^        ^^^„^    ^^  ^^      ^^ 

(Pi^i)  ...  (Pi^»)   (F^U) 


(P" Ä^)  ...  {P^ ^")   (P"  U) 
die  infolge  unserer  Identität  (C)  den  Wert  Null  hat. 
^)  Hier  stehen  obei-e  Indices  an  Stelle  von  Akzenten. 
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Man  würde  auch  die  Invarianten  Jj ,  J^,  ...  mit  Hilfe  dieser 
Determinante  berechnen  können.  Da  diese  aber  ein  nicht  sehr  über- 
sichtliches Bildungsgesetz  hat,  so  schlagen  wir  einen  anderen  Weg  ein. 

Wir  überzeugen  uns  zunächst  an  dem  Beispiel 

XlC^llC^l  +  ---  +  X„C„nC^n, 

daß  tatsächlich  in  der  Regel  niedere  Potenzen  von  T  als  die  w*®  nicht 
durch  die  vorhergehenden  ausdrückbar  sein  können.  Wird  dann 
T  so  gewählt,  daß  T"  . . .  2'"~^  wirklich  linear-unabhängig  sind,  so 
wird  das  auch  noch  für  Formen  T  -\-  Q  E  der  Fall  sein ,  die  zu  T 
hinreichend  benachbart  sind.  Wenn  wir  also  in  (1)  T  durch 
T -\-  qE^)  ersetzen  und  nach  Potenzen  von  Q  entwickeln,  so  muß 
die  so  erhaltene  neue  Gleichung  für  alle  Werte  von  q  richtig  sein. 
Bilden  wir  den  Koeffizienten  von  (),  so  erhalten  wir 

n.T"''-{n-l)J,.T"-^i- +  (_  l)n-i  .^_^ ,  yo  |  _ 

Es  ist  also 

Jn  —  l   =   Jni       Jn  —  2   =   öJn—li    •••,   </]    =^ 7  J.i,     1    ^   —  Jl- 

n  —  1  n 

In  unserer  Determinante  hat  nun  T"  den  Koeffizienten  n\  und 
(X  U)  =  T«  den  Koeffizienten 

(— ir(^i  ...  ^«)(Pi  ...  P»0  =  (— l)n.n!  \T\. 
Daher  ist 

Jn  =  \T\  =  l^{A^  ...Ä^')  {!-...  m- 

Bilden  wir  zunächst  |T  -|-  9  ^ol,  wo  Tq  =  {XSI){0  U),  und 
setzen  wir  nachher  (XSi)  {^  U)  =  (XU),  so  ergibt  sich  Jn: 

Jn  =        J;_         -(SiA^  ...  4'^)(^P2  ...  p«) 
wofür  wir  bequem  auch 

J:.  =  ~:j^,-(ä'--a-'\f^...P') 

schreiben  können.      Weiter  folgt  dann 

Jn-l   =''-~J^y-(^A'   ...A"\0P^...   P") 

=  (,Z2)!  1^^'^')  -  (^'^^'^^l  =  (^  (^^  •  •  •  ^"  U^^  •  •  •  ^"),  usw. 


1)  Weiterhin  steht  öfter  E  an  Stelle  von  E. 
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Also  erhalten  wir  schließlich 


(2) 


Jl 

Jz 

1 
~"  3! 

^3|pip2J 

P'  P^\ 

Jn 

_    1 

{A^  .. 

^")(P1.. 

P"). 

Eben  dieselben  Invarianten  entstehen  nun  offenbar  auch  noch 
auf  andere  Art.     Es  gilt  der  Satz: 

II.  Die  Koeffizienten  in  der  identischen  Gleichung 

T"  —  Ji.T"-'  -{ ...  -^{—lyKJn.T^  =  0 

sind  dieselben  wie  in  der  Entwicklung 

(3)  \JE  —  T\  =  ^"  — /i.^»->  ^ +(—!)». J„.^«. 

In  der  Tat  liefert  die  Eechnung  in  diesem  Falle  ganz  unmittel- 
bar die  Ausdrücke  (2). 

Der  hiermit  gefundene  Zusammenhang  zwischen  der  identischen 
Gleichung  (1)  und  dem  Ausdruck  (3)  ist  die  wohl  folgenreichste  Tat- 
sache in  der  Theorie  der  bilinearen  Formen,  und  eine  der  wich- 
tigsten speziellerenTatsachen  der  Invariantentheorie  über- 
haupt. Man  hat  daher  an  dieser  Stelle  eine  besondere  Terminologie 
eingeführt.  Die  Gleichung  (1)  heißt  nach  Cayley,  der  den  bezeich- 
neten Sachverhalt  gefunden  hat,  die  Cayleysche  Gleichung.  Der 
Ausdruck  (3),  betrachtet  als  Funktion  des  Parameters  A,  heißt 
charakteristische  Funktion  der  bilinearen  Form  F  oder  T. 
Und  die  hiernach  zu  bildende  Gleichung 

(4)  ^"  —  /i  ^"-1  -f  —  •  •  •  +  (—  1)"  /„  v^o  =  0 

wird  charakteristische  Gleichung  von  F  oder  T  genannt.  Sie 
bleibt  natürlich  ungeändert,  wenn  man  T  durch  die  transponierte 
Form  2"  =  (Z7P)(^X)  ersetzt. 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Gleichung  (4)  aufgelöst,  und  bezeichnen 
ihre  Wurzeln  (latent  roots  bei  Mathematikern  englischer  Zunge) 
mit  ^1  . . .  An.  Unmittelbar  ergibt  sich  dann,  daß  die  Gleichung  (1) 
in  die  Form 


(5) 


(r-^iE)  ...  (T—JnE)  =  0 
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gesetzt  werden  kann.  Hieraus  folgt  zunächst,  daß  die  bilinearen 
Formen  T  —  ^t  E  sämtlich  singulär,  d.  h.  Formen  von  ver- 
schwindender Diskrimiuante  sind:  Sie  sind,  nach  einer  ebenfalls 
üblich  gewordenen  Terminologie  (von  Null  verschiedene)  soge- 
nannte Teiler  der  Null  immer  dann,  wenn  die  vorgelegte  Form  T 
nicht  etwa  ein  Vielfaches  von  E  =  (X  C/)  ist^).  Auch  die  Potenzen 
und  Produkte  dieser  Formen  haben  natürlich  die  Diskrimiuante 
Null.  Wir  betrachten  eines  dieser  Produkte,  das  mit  Tj  bezeichnet 
werden  soll,  T,  =  {T  —  A^E)  . . .  (T  ~  AnE) 

und  bemerken,  daß  zufolge  des  Bestehens  der  Identität  (5)  das  sym- 
boHsche  Quadrat  von  Tj  ein  Multiplum  von  T^  selbst  sein  muß.  In 
der  Tat  ist,  wenn  2J'  eine  Summation  anzeigt,  bei  der  der  Index  1 
ausgelassen  werden  soll, 

T,^-{A,  —  A^)  ...  iA,-A„).T,  = 
=  {T^  -{A-A,)...{A,-A,,).E}T,= 

{_^n-i^^^2J'A,.A--KE-+  ■■■i  ' 
=  (  •••  }-iT^A,E)l\==  0. 
Demzufolge  kann  man,  wenn  die  Wurzelgrößen  A^  . . .  A^ 
alle  voneinander  verschieden  sind,  in  dem  durch  T",  T^  ... 
T"~^  bestimmten  linearen  System  vertauschbarer  bilinearer  Formen 
n  Formen  (irrationale  Kovarianten  von  T)  angeben,  die  den 
symbolischen  Gleichungen 

(6) 
genügen. 

(7) 

Und  durch  diese  Formen  lassen  sich  dann  auch  wieder  die  sym- 
bolischen Potenzen  T*^,  T\  ...  ausdrücken: 


Ei  =  Ei,     E,  E,  =  0 

3.  wird 

F     - 

{T-A,E)...iT--A„E) 

(A-A,)    ...{A,-A„)     1 

To=  E,-f  ...  +  E,„ 
T^  =  A,E,^  ■■■  -f  AE„, 
T^  =  A^-E,+  ■■■  +  AI  E„, 


(8)  T^  =  A,E,^  ■■■  -f  AE 


^)  Das  Wort    Teiler    der    Null    wird    gewöhnlich    auf    die  Null    selbst 
nicht  angewendet. 
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Die  gefuBdenen  Kovarianten  Ej  . . .  E,,  haben  nun  noch  weitere 
bemerkenswerte  Eigenschaften.  Vor  allem  ändern  sie  sich  nicht, 
wenn  man  T  durch 

T*  =  c'„_i  yo  +  a_2 .  Ti  -f  •  •  •  +  c'o .  T~-i 

ersetzt,  solange  nur  keine  zwei  der  J.usdrücke 

einander  gleich  werden.  (Die  Formen  Efc  sind  sogenannte  Kombi- 
nanten  in  dem  durch  T^  . . .  T"~^  bestimmten  linearen  System.) 
Sodann  aber  bestehen  die  Lehrsätze: 

III.  Jede  der  irrationalen  Kovarianten  E^  . . .  E„  ist  Pro- 
dukt von  zwei  (nicht  nur  symbolischen,  sondern  realen) 
linearen  Formen  (die  nicht  Kovarianten  von  F  oder  T  sind): 


(9) 


(10) 


{XAu).{PicU) 


IV.  Diese  linearen  Formen  genügen  den  Gleichungen 


iÄuPu)  =  l     {AiPu)  =  0 


V.  Die  linearen  Invarianten  („Ringe") 

i?o  =  n,     R,  =  {Ä  P),     i?2  =  {Ä^  P)  (A  Pi),     . . . 

der  symbolischen  Potenzen  T'^,  T^,  T-,  ...  sind  identisch  mit 
den  entsprechenden  Potenzsummen,  die  man  aus  den 
Wurzelgrößen  vl-^  ...  y/,j  bilden  kann: 


(11) 


P« 


<+  •••  +^r 


Man  kann  versuchen,  den  Satz  V  unabhängig  von  den  beiden  vorher- 
gehenden zu  beweisen.  Für  kleine  Werte  der  Zahl  Je  erweist  er  sich  ja  sofort 
als  richtig.     Man  findet  z.  B. 

i?i  =  Ji,     i?2  =  Jj2  _  2  J,, 
(12)  Bs  =  J^^-3J^J^  +  3Js, 

Si  =  Ji'^  —  4:  Ji2  Jg  -f  4  /i  J^  +  2  Jg^  —  4  J4, 
was  eben  die  bekannten  Ausdrücke  der  einfachsten  Potenzsummen  sind. 

Aber  das  Bildungsgesetz  der  Invai-ianten  J^,  Jg.  •  •  •  scheint  auch  nicht 
sehr  geeignet,  einen  allgemeinen  Beweis  des  Satzes  V  auf  einfache  Art  zu 
liefern.     Wir  lassen  es  deshalb  bei  der  Eeihenfolge  III,  IV,  V. 

Der  Satz  III  ist  nun  leicht  zu  begründen,  wenn  es  sich  um  eine 
Form    P  handelt,   deren   Potenzen   T'^  ...  P"  — 1   linear -unabhängig 
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sind^).  Die  Formen  Ej  . . .  E«  sind  dann  sicher  linear- unabhängig, 
und  es  ist  insbesondere  keine  von  ihnen  identisch  gleich  Null.  Man 
kann  daher,  wenn  vorläufig  (bis  auf  weiteres  nur  symbolisch) 
E;t  =  {XAk){PkU)  gesetzt  wird,  Vektoren  X^-  und  Ujc  so  wählen, 
daß  die  Vektoren 

(X,  A,)  P,  =  Fl     Ak (Pk  Uu)  =  A'k 

von  Null  verschieden  ausfallen. 

Diese  Vektoren  stehen  dann  nach  (6)  in  der  Beziehung  {A'kPjc)  =j^  0, 
(AiP'k)  =  0  {i4z  Je).  Hieraus  folgt  (Pi  . . .  P;)  (^1  . . .  A'n)  =1^  0. 
Die  Vektoren  Bjc  und  ebenso  die  Vektoren  Ä'ji  sind  also  linear-unab- 
hängig. Variiert  man  nun  etwa  den  Vektor  X-k,  so  erhält  man  zum 
Beispiel  an  Stelle  von  P{  weitere  Vektoren  PJ',  die  alle  den  Gleichungen 
{Ä2P1)  =  0  ...  (ÄnP'i)  =  0  genügen,  und  die  also  alle  von  P{ 
linear  -  abhängig  sind.  Das  heißt,  das  Verhältnis  (XAi)(PiU) 
:{YAi){PiU)  ist  nur  abhängig  von  X  und  Y,  nicht  auch  von  ü 
(soweit  es  nämlich  bestimmt  ist).  Mit  anderen  Worten,  die  bilineare 
Form  {XAi){Pi  TJ)  ist  zum  Beispiel  durch  die  lineare  Form  {P\TJ) 
teilbar.  Die  einzelnen  Bestandteile  der  hiermit  als  Produkt  {X  Au) 
.  (Pjc  TJ)  erwiesenen  Form  E^t  sind  natürlich  nur  bis  auf  Faktoren  Qi, 
Q~r'^  bestimmt.  [Die  linearen  Formen  [XA^j,  {PuU)  sind  nicht 
Kovarianten  der  Grundform.  Vielmehr  haben  diese  Eigenschaft  nur 
ihre  Produkte  {XAk)  '{PuU)\  Hiermit  ist  der  Satz  III  unter  der 
Voraussetzung  erwiesen,   daß  T°  . . .  T'^~'^  linear- unabhängig   sind. 

Zu  dem  Satz  IV  kommen  wir  nun,  wenn  wir.  von  unseren 
Formen  E^  die  Kovarianten 

{U,   ...    Un-^AkÄu).{PlcPiX^  ...   Xn) 

bilden.  Diese  sind  nach  dem  soeben  Gesagten  identisch  gleich  Null, 
und  daher  sind  auch  die  Invarianten  J^  ...  Jni  gebildet  für  eine  der 
Kovarianten  Efc  von  T',  alle  gleich  Null.  Die  charakteristische 
Gleichung  der  Form  Ejt  ist  daher 

(13)  E';?-(^,P,).Er'  =  0. 

Und  da  diese  Gleichung  identisch  sein  muß  mit  der  anderen 

E^^(E|-E,}  =  o, 

so  folgt  {A]cPk)  =  1-  Diese  Gleichung  muß  nun  aber  immer 
gelten,  solange  nur  die  Formen  Ejt  existieren  und  eindeutig  bestimmt 


^)  Es  wird  sich  alsbald  ergeben,    daß  diese  Annahme  keine  neue  Ein- 
schränkung bedeutet,  daß  sie  vielmehr  Folge  der  Voraussetzung  A^^  A^  ist. 
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sind,  so  lange  mithin,  als  die  Wurzelgrößen  A-^  ...An  voneinander 
verschieden  sind,  da  Grenzwert  einer  Konstanten  eben  nur  diese 
Konstante  sein  kann. 

Nunmehr  ergibt  sich  sofort  der  Satz  V,  und  damit  ohne  weiteres 
auch: 

VI.  Die  linearen  Transformationen 

sind  zueinander  kontragredient:  sie  führen  die  Formen  E 
und  T  zugleich  in  die  Formen 

X,U,^   ■    •   +  Xnlr,, 

^^'^^  AX,U,+    •••    ^AnXnUn 

über. 

Diese  Überführung  ist,  nach  dem  Gesagten,  im  wesentlichen  nur 
auf  eine  Art  möglich.  (Unbestimmt  bleiben  die  Faktoren  9^,  Q~^ 
und  die  Anordnung  der  n  Produkte  X).  Uk.)  Zu  unserer  Ableitung 
aber  haben  wir  nur  die  einzige  Voraussetzung  Ai  z:fz  Ak  nötig 
gehabt : 

VII.  Die  Herstellung  des  Formenpaares  (14)  ist  immer 
dann  möglich,  und  zwar  im  wesentlichen  auch  nur  auf  eine 
Art,  wenn  die  charakteristische  Gleichung  der  Form  F  oder 
T  keine  mehrfachen  Wurzeln  hat.  DiePotenzen  T"  ...  2'"~^ 
sind  dann  immer  linear-unabhängig. 

Umkehrbar  ist  dieser  letzte  Satz  offenbar  nicht. 

Bemerkt  seien  noch  die  Gleichungen 
(15)  {P,:A){PA,)  =  A,, 

und  die  umfassenderen, 


(16) 


{PkÄ)P  =  A-Pk,     A{PAu)  =  At:.Ak, 


von  denen  etwa  die  erste,  mit  größerer  Annäherung  an  eine  sonst 
übliche  Betrachtungsart,  ebenfalls  den  Ausgangspunkt  unserer  Unter- 
suchung hätte  bilden  können. 

Tritt  zu  der  Voraussetzung  Ai  ^  Aj^  noch  die  weitere  /„  z^  0, 
so  kann  man  auch  Potenzen  von  T  mit  negativ-ganzzahligen  Expo- 
nenten nachder  Regel  (8)  bilden,  und  ebenso  Potenzen  mit  irrationalen 
Exponenten  definieren.  Die  Gleichung  (1)  liefert  dann  ohne  weiteres 
die  zu  T  reziproke  Form. 

Auf  die  hiermit  gelöste  Aufgabe  lassen  sich  einige  andere  zurück- 
führen,   von    denen    die   wohl   wichtigsten    sich    auf   den   Fall   einer 
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bilioearen   Form   mit   kogredieuten  Veränderlichen  und   auf  die  Zu- 
sammenstellung von  zwei  symmetrischen  Formen  beziehen.    Hier  soll 
nur  die  zweite  Anwendung  des  Vorgetragenen  behandelt  werden. 
Es  sei  also  jetzt  gegeben  ein  Paar  symmetrischer  Formen: 

So  =  (X  L)  (L  Y),     Si  =  (X  Ä)  {Ä  Y), 

und  es  werde  vorausgesetzt,  erstens  Sq  =^  0,  so  daß  die  zu  Sq 
reziproke  Form  ^o  =  {UA){AV)  existiert;  zweitens,  daß  die 
Gleichung 

(17)  \ASo  —  S,\  =  0 

keine  mehrfach  zählende  Wurzel  hat.      Es  folgt  dann 

ylSo-S,  =  ME-Si2:o)So  =  So(^H-ZoS,)- 
Setzen  wir  demnach 

(18)  T  =  S,i:o,     T  =  ZoSi, 

so  werden  die  charakteristischen  Gleichungen  der  Formen  T  und  T, 
die  in  der  Beziehung  T'  ^^  T,  T'  ^  T  stehen,  nicht  nur  dieselben 
Wurzeln  haben,  sondern  auch  dieselben  Wurzeln  wie  die  Gleichung  (17). 
Wir  können  also  z.  B.  auf  T  die  zuvor  angestellte  Überlegung 
anwenden.    Diese  liefert  uns  dann,  wenn  Hfe  für  E'k  geschrieben  wird, 

_  1=  E,So        +•••  + E„So 
^     ^  ^    ^  (=^iE,So  +---  +  AE„So- 

[=  J,  So  H,  +  '■■-{-  JnS.Hn. 

Es  ist  nun,  nach  Nr.  (18),  auch  für  m  =  2,  3,..,  noch 

r-So{=^    S>n}=    SoT"\ 

und  folglich 

Efc  So  =  So  Hfc. 

Diese  bilineare  Form  ist  also  symmetrisch.  Außerdem  ist  sie  ein 
Produkt  linearer  Formen.  Man  kann  daher,  nach  geeigneter  Wahl 
von  n  linearer  Formen, 


(^0) 


E,.So  =  {XA,).iAuY)  =  SoH,. 


setzen,  wodurch  der  genannte  Sachverhalt  erschöpfend  zum  Aus- 
druck kommt.  Ersetzen  wir  schließlich  noch  die  beiden  Ver- 
änderlichen X  und  Y  durch  eine  einzige,  so  erhalten  wir  den 
folgenden  nur  in  der  Form  ötwas  spezialisierten  Lehrsatz: 

st  udy,  Invarianten.  J2 
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YIII.    Es  seien  gegeben  zwei  quadratische  Formen: 
So  =  (LZ)2,     S,  =  {AZf. 
Es  werde  ferner  vorausgesetzt,  daß  die  Diskriminante  |  Sq  ! 
der  ersten  Form  von  Null  verschieden  ist  —  so  daß  die  zu 
ihr  reziproke  Form  Z'q  =  {A  Uy  existiert  —  und  daß  außer- 
dem die  Gleichung 

n  verschiedene  Wurzeln  A-^..A„  hat. 

Dann  sind  unter  den  quadratischen  Formen 

So,     Si,     S,  =  S,  Z,  S,,     S,  =  S.Zo  s,  z,  s„ 


(21) 


die  n  ersten,  So...S„_i,  voneinander  linear-unabhängig, 
die  übrigen  von  ihnen  linear-abhängig.  Es  besteht 
nämlich,  wenn 

(22)     I^So-Si;  =  J,.J"-J,.A"~^^ 4:(_l)n.^^.^o 

gesetzt  wird,  für  alle  Werte  der  ganzen  Zahl  m,  die  >  n 
sind,  die  Gleichung 


(23)     Jo-S,„-Ji.S,„_i  + 


+  (-1)".'/. 


In  dem  linearen  System  der  Formen  Sq  . . .  S„_i  gibt  es 
dann  «  (in  der  Regel  irrationale)  ebenfalls  von  einander 
linear-unabhängige  quadratische  Kovarianten  von  Sq  und 
Si ,  die  Quadrate  linearer  Formen  {A^  X)  . . .  (AnX)  sind,  und 
mit  deren  Hilfe  sich  die  Formen  Sq,  Sj  ,  ...  so  darstellen 
lassen: 


(24) 


So  =        (A^)^  +  ---+        {AnZ)^ 

s,  =A(Ä,zr-  +  ..--\-JniÄ„zr-, 

s„,  =  JTiÄ.zy-  +  •  •  •  +  ^n\^n^)-, 


Der  Ausdruck  z.  B.  von  (Ä^Zy  ist 


(25) 


{Ä,  zy 

=  1^l: 

-^2So)2:o(Si-^3So)2:o...2:o(s, -ASo) 

{A,-A,){J,-J,)...iJ,-Jn) 

Die  linearen  Formen  (ÄkZ)  ^=  \{ÄicZy  sind,  wenn  ent- 
sprechend jedem  Werte  von  k  (=  1  . . .  n)  ein  bestimmter 
Wurzelwert    gewählt    wird,    ebenfalls    linear-unabhängig. 
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Natürlich  sind  diese  linearen  Formen  ebenfalls  (irrationale) 
Kovarianten  der  Grundformen  Sq  und  S^;  sie  sind  Wurzeln  einer 
Gleichung  2wten  Grades  von  spezieller  Struktur. 

Wir  übergehen  ihre  naheliegende  Kombinateneigenschaft  (vgl. 
S.  174),  fügen  aber  einige  andere  Ergänzungen  hinzu. 

IX.  Die  Koeffizienten  Jq,  —  Jj,  ...  der  Gleichung  (22) 
sind  (relative)  ganze  rationale  Invarianten,  gehörig  zur 
Gruppe  G  {G„2).     Und  zwar  ist 

A=j^^^^^^,-{L^L^...L—^A-y^    So   .{AAy, 


,      {A^A'Y,      {A^A^){A-^A\ 
2!    '~"    ■    {A^A^){A^A^\      {A^A'-y 


(26) 


J.-.  =  ^^^^iI.A^...A'^~^An^^ 

^{^^J-So\-i^'-^-A'^\AK..A'r 

=  J^-^-\So\-\{A^Är.^.(A-A-y\, 

J„  = -(A^  A^ . . .  A")-^ 
ni 

=  {lrj'-'So\-{AK..A"\AK..A'') 

=  ^^■\So\'\iA^A^)K..{A-A"y\. 

Die  leicht  in  Form  von  Determinantensummen  zu  bildenden  „unsym- 
bolischen"  Ausdrücke  für  die  Invarianten  Jq  .  . .  Jn  sind  in  diesem  Falle 
übersichtlicher  als  die  mehrgestaltigen  Formen  der  Invariantensyrabolik; 
sie  haben  aber  den  Nachteil,  daß  man  ihnen  ihre  Invarianteneigenschaft 
nicht  ansieht,  und  auch  sonst  leisten  sie  nicht  ganz  dasselbe. 

12* 
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X.     Die  Vektoren  Ai  ...  An  genügen  den  Gleichungen 


(27) 


Jn   = 


{AuAy 


-{L,...L„y  =  {A,...Any, 

1,     {AiJ){JAk)^  0      {i  qt  &} 


Zu  einem  inhaltsreicheren  Gleichungssystem  gelangen  wir,  wenn 
wir  neben  die  Vektoren  zweiter  Schicht  Aj  . . .  An  die,  wie  wir  sagen 
wollen,  zu  ihnen  komplementären  Vektoren  erster  Schicht  Pj ...  P„ 
stellen,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen 


(P,  W)  = 


(WA^.-.An) 


(28) 


(29) 


{A,Z) 


(PnW) 

(AnZ) 


iA,...Ar,_,W) 


{A,A,...Any 

{ZP,    ...Pn) 

{p,p,...p,y 

und  daher  auch  durch  die  Gleichungen 

(AuPk)  =  1,     (AiPk)  =  0     ii  ^  Je] 
{A,...  An).(Pi  ...  P„)  =  1 


{A,...An-iA„y 
iP,...P„^rZ) 

{P,...P,,^,Pny 


verbunden  sind.     Es  tritt  dann  neben  die  erste  der  Gleichungen 

(30)        V{LZY==  i:{AuZ)\    {AWY  =  i:{PuWy 


die  wir  schon  hatten,  die  zweite,  und  es  folgt  weiter 
(31) 


{AuÄ)  (A  W)  =  (PkW),     (P,L)  (LZ)  =  (AuZy 


es  ist  also 

iPuL)L  =  A,  (Puiy  =  1,     {PrL)(PuL)  =  0, 

(32)      {PU)A  =  Au.  Au,  {PuAf  --  Au,  {PiA){PuA)  =  0, 


Es  wird  hiernach  verständlich  sein,  was  mit  dem  folgenden  Satz 
gemeint  ist: 

XL  Die  Vektoren  A^  ...  An  bilden  ein  System  zueinander 
quasi-orthogonaler  Einheitsvektoren  in  bezug  auf  die 
quadratische  Form  Z'o  =  (^  ^)^  und  die  zu  ihnen  komple- 
mentären Vektoren  P^  .. .  P„  bilden  ein  ebensolches  System 
in  bezug  auf  die  zu  Eq  reziproke  Form  So  ■=  {LXY.  Alle 
diese  Vektoren  zusammen  bestimmen  ein  gemeinsames  Pol- 
polytop für  die  quadratischen  Formen  So,  Si,  Sj,  ... 
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Die  zuletzt  vorgeführten  Sätze  vereinfachen  sich,  wenn  wir  (zum 
Beispiel)  die  weitere  Annahme  hinzufügen,  daß  die  zueinander  rezi- 
proken Formen  Sq,  2Jo  die  Determinante  Eins  haben.  Es  braucht 
dann  zwischen  den  vier  Formen  So,  ^oi  ^  ^^^  H  i^  bezug  auf  das 
Verfahren  der  symbolischen  Multiplikation  nicht  unterschieden  zu 
werden  (S.  152).  Die  Formel  (25)  kann  dann  einfach  so  geschrieben 
werden 

(J^—J^)  ...  {Ai  —  J„) 

Sie  gleicht  dann  auch  äußerlich  noch  der  Formel  (7).  Entsprechen- 
des gilt  von  den  übrigen  Formeln  unseres  Systems.  Der  Unterschied 
aber  bleibt  bestehen,  daß  im  vorliegenden  Falle  die  linearen  Formen 
(AjcZ)  und  {PkZ)  Kovarianten  der  Grundformen  Sq,  Si  sind.  Das 
vereinfachte  Formelsystem  ist  invariant  nur  noch  gegenüber  der 
Gruppe  r,  H,  und  es  wird  invariant  nur  noch  gegenüber  P,  wenn 
man  die  weitere  Bestimmung 

(29*)  {Ä,  ...An)  =  1  =(P,  ...  P„) 

hinzufügt.  Hält  man  dann  noch  die  Formen  Sq,  ^o  fest,  so  bewegt 
man  sich  im  System  der  Invarianten  und  Kovarianten  einer  einzelnen 
Grundform  S  ^  S-^  gegenüber  der  Gruppe  y.  Tritt  die  weitere  An- 
nahme 

(iZ)2  =  {ZZ)  =  Zi2  -^ \~zl 

hinzu,  so  werden  die  Transformationen  von  y  orthogonal,  es  gehen 
also  dann  die  linearen  Formen  (ÄjtZ)  aus  den  Koordinaten  Z^  ...  Zn 
durch  eine  eigentlich  orthogonale  Transformation  hervor.  (Haupt- 
achsenproblem.) 

Eine  einfachste  Anwendung  unserer  Überlegungen  liefert  den  auf 
quadratische  Formen  mit  reellen  Kernen  und  Veränderlichen  bezüg- 
lichen vielbenutzten  Lehrsatz: 

XII.  Wenn  die  quadratischen  Formen  Sq  und  Si  reell 
sind  und  Sq  überdies  definit  ist,  so  hat  die  Gleichung 

ASo^S,]  =  0 
nur  reelle  Wurzeln. 

Da  in  jeder  Nähe  einer  Form  S^  andere  Formen  derart  liegen, 
für  die  die  genannte  Gleichung  nur  verschiedene  Wurzeln  hat, 
so  genügt  es,  den  Beweis  unter  dieser  letzten  Vorraussetzung  zu 
führen. 
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Zunächst  folgt  nun,  daß  die  Wurzeln  A^  ...  An  entweder  reell 
oder  paarweise  konjugiert -imaginär  sein  müssen,  und  daß  für  die 
Quadrate  der  Formen  {Au  Z)  das  gleiche  gilt.  Außerdem  sollen 
diese  Quadrate,  soweit  sie  reell  sind,  alle  das  gleiche  Vorzeichen 
haben.  Wäre  es  nun  möglich,  daß  z.  B.  {A-^ZY  und  {A^Z)"^  kon- 
Jugiert-imaginär  wären,  so  müßte  für  die  Wurzelgrößen  {A^Z)  und 
{A^Z)  nach  geeigneter  Wahl  der  Vorzeichen  dasselbe  gelten.  Dann 
aber  wäre  {A^  ZY  -\-  {A^  ZY  Differenz  der  Quadrate  zweier  reeller 
linearer  Formen,  wider  die  Vorraussetzung. 

Die  zuletzt  behandelten  Aufgaben  gehören  zu  den  einfachsten  einer 
Klasse  von  Problemen,  deren  Theorie  unter  dem  Namen  einer  Lehre  von 
den  Elementarteilern  eine  vielfältige  Bearbeitung  erfahren  hat.  Es 
handelt  sich  dabei  hauptsächlich  um  die  Frage  nach  der  Äquivalenz  von 
Paaren  oder  Büscheln  quadratischer  oder  bilinearer  Formen  (mit  kontra- 
gredienten  oder  kogredienten  Veränderlichen)  gegenüber  Transformationen 
der  Gruppen  6r  und  ®,  und  damit  um  Probleme,  deren  mehrere  ein  erheb- 
liches geometrisches  und  sonstiges  Interesse  haben. 

Die  Theorie  der  Elementarteiler  ist  von  Weierstrass  ersonnen 
worden,  der  nur  in  dem  scharfsinnigen  englischen  Zahlentheoretiker 
Stephen  Smith  in  gewisser  Hinsicht  einen  Vorgänger  gehabt  zu  haben 
scheint.  Andere ,  wie  namentlich  Kronecker  und  Frobenius  haben 
wesentliches  dazu  beigetragen.  Eine  lesbare  Einführung  in  diesen  Gedanken- 
kreis findet  man  in  der  Höheren  Algebra  von  Bö  eher  (deutsch  von 
H.Beck,  1910),  eine  vollständigere  Darlegung  in  der  Theorie  der  Elementar- 
teiler unseres  leider  früh  verstorbenen  Landsmannes  P.  Muth  (1899). 

Diese  Theorie,  zu  deren  Hervorbringung  die  Aufbietung  bedeutenden 
Scharfsinns  nötig  war,  stellt  heute  wohl,  im  Gebiete  der  Invariantentheorie, 
den  am  weitesten  getriebenen  Vorstoß  in  sonst  größtenteils  noch  unzugäng- 
liche Laude  dar,  und  viele  ihrer  Ergebnisse  sind  auch  durch  hohe  Schön- 
heit ausgezeichnet.  Bei  aller  Anerkennung  aber,  die  man  solchen  Leistungen 
gewiß  nicht  versagen  wird,  soll  doch  nicht  verhehlt  werden,  daß  sie  im 
ganzen  noch  recht  weit  davon  entfernt  zu  sein  scheinen,  das  hervor- 
gebracht zu  haben ,  was  man  als  einen  Dauerzustand  der  Wissenschaft  be- 
trachten darf.  Es  hängt  das  natürlich  mit  den  großen  Schwierigkeiten  zu- 
sammen, die  zunächst  zu  überwinden  waren. 

Das  vorliegende  Buch  soll  vor  allein  auch  jüngeren  Mathematikern 
eine  Anregung  zu  eigener  Forschung  bieten.  Daher  wird  es  mir  erlaubt 
sein,  zu  sagen,  in  welcher  Richtung  ich  einen  Fortschritt  für  möglieh  und 
erwünscht  halte. 

Vor  allem  ist  das  Programm  der  Invariantentheorie  noch  gar  nicht 
wirklich  durchgeführt  worden.  Man  hat  unmittelbar  Aquivalenzprobleme 
in  Angriff  genommen ,  und  hat  dabei  nicht  unterschieden  zwischen  dem, 
was  mit  den  gegebenen  Grundformen  invariant  verbunden  ist  und  was 
nicht.  Daß  aber  durch  eine  solche  Trennung,  die  einen  grundsätzlichen 
Charafeter  hat ,  sowohl  eine  Vereinfachung  herkömmlicher  Überlegungen 
als  auch  eine  vertiefte  Einsicht  erreicht  werden  kann,  hoffe  ich  schon 
durch  die  vorgeführten   beiden  Beispiele   gezeigt    zu   haben.      Es   muß   als 
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störend  empfunden  werden,  wenn  das  stückweise  hergestellt  wird,  was 
sich  mit  einem  Schlage  leisten  läßt.  Und  überhaupt  wird  sich  schwer 
leugnen  lassen,  daß  es  nicht  dem  Wesen  der  Sache  entspricht,  wenn  in 
Beweisen  Voraussetzungeo  nicht-invarianter  Natur  (über  Hauptunterdetermi- 
nanten und  dergleichen)  herangezogen  werden ,  und  daß  demzufolge  so 
mancher  Beweisführung  der  Charakter  des  Gekünstelten  anhaftet. 

Ob  man  sich  bei  solchen  Überlegungen  der  symbolischen  Methode 
bedienen  soll  oder  nicht,  ist  bei  dieser  speziellen  Gruppe  von  Problemen 
an  sich  nicht  sehr  wesentlich.  Tut  man  es  aber  nicht,  so  geht  erstens  die 
Einordnung  solcher  spezieller  Kesultate  in  einen  umfassenderen  Gedanken- 
kreis verloren,  zu  dessen  sachgemäßer  Bearbeitung  die  Invariantensymbolik 
keinesfalls  entbehrt  werden  kann ,  d.  h.  es  werden  damit  allerlei  Anwen- 
dungen erschwert,  und  zvveitens  entsteht  dann  immer  von  neuem  die  Gefahr 
künstlicher  Beweisführungen,  weil  man  es  unsymbolischen  Ausdrücken  ge- 
wöhnlich nicht  ansieht,  ob  sie  die  Invarianteneigenschaft  haben  oder  nicht. 
Tatsache  ist  ja  wohl  auch ,  daß  die  Begründer  und  Förderer  der  be- 
sprochenen Theorie  die  symbolische  Rechnungsweise  nicht  oder  nur  unge- 
nügend gekannt  haben.  Es  handelt  sich  hier  schwerlich  um  eine  bloße 
Geschmackssache. 

Auf  das  Beispiel  einer  bilinearen  Form  des  Typus  F  =  (X  A)(P  U) 
lassen  sich,  wie  gesagt,  mehrere  gerade  der  für  die  Geometrie  wichtigsten 
Probleme  der  besprochenen  Art  zurückführen,  und  zwar  gilt  das  auch  noch 
für  eine  ausgedehnte  Klasse  der  im  Texte  nicht  erörterten  Grenzfälle.  Alle 
Grenzfälle  aber  einer  Form  des  Typus  {XA){PU)  lassen  sich  auf  ähnliche 
Art  behandeln,  wie  es  hier  gezeigt  worden  ist.  (Teilweise  dargelegt  in  den 
Wiener  Monatsheften  vom  Jahre  1900;  Rekurrierende  Reihen  und  bilineare 
Formen,  §§6  bis  9.  Vgl.  auch  J.  Wellsteiu,  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik,  3.  Reihe,  Bd.  V,  1901,  S.  229,  wo  freilich  zuvor  schon  Erreichtes 
wieder  aufgegeben  ist.  Dort  auch  weitere  Literatur).  Es  gibt  immer  ein 
System  von  Kovarianten,  die  ähnliche  Eigenschaften  haben,  wie  die  im 
Texte  besprochenen  Kovarianten  Ei  •  •  •  E»-  Siii<3  solche  Kovarianten  einmal 
hergestellt,  so  ist  damit  das  Problem  der  Reduktion  der  Form  F  auf 
sogenannte  kanonische  Koordinaten  sehr  vereinfacht ;  denn  dann  hat  man  eine 
Reihe  unter  sich  ganz  gleichartiger  Probleme  von  elementarem  Charakter 
vor  sich:  Die  einzelnen  Koordinatenpaare  Xfc,  Uu  sind  auf  Gruppen  verteilt, 
Produkte  Xi  l'k  mit  Koordinaten  aus  verschiedenen  Gruppen  kommen  in 
dem  reduzierten  Ausdruck  der  Form  F  nicht  mehr  vor. 

Freilich  lassen  nicht  alle  von  den  genannten  Mathematikern  behandelten 
Aufgaben  unmittelbar  eine  derartige  Reduktion  zu.  Unter  anderem  wird 
der  auch  für  die  Geometrie  wichtige  Fall  der  Büschel  singulärer  quadra- 
tischer Formen  eine  besondere  Behandlung  verlangen.  — 

Die  letzten  Abschnitte  des  vorliegenden  Buches  sind  ausgeführten 
Beispielen  zu  dem  Inhalte  der  Paragraphen  10  bis  15  gewidmet.  Sie  be- 
ziehen sich  alle  auf  die  Theorie  der  ternären  bilinearen  Formen.  Wegen 
des  kleinen  Wertes  der  Stufenzahl  n  =  3  braucht  dabei  die  Theorie  der 
Elementarteiler,  die  hier  anhangsweise  besprochen  worden  ist,  nicht  heran- 
gezogen zu  werden.  Sie  würde  in  diesem  einfachen  Falle  auch  noch  keinen 
nennenswerten  Nutzen  bieten.  Es  soll  aber  versucht  werden,  in  anderer 
Richtung  eine  gewisse  Vollständigkeit  zu  erreichen. 
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§  16. 

Beispiel:    Ternäre  bilineare  Formen  mit  kontragredienten 
Veränderlichen. 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  ein  Gebiet  dritter  Stufe,  und  in 
ihm  zunächst  eine  bilineare  Form  des  Typus 

F  =  iXÄ)iPU)  =  ZXiAiulh, 

fragen  aber  nunmehr  nach  der  Gesamtheit  ihrer  zur  Gruppe  G(G,j) 
gehörigen  ganzen  und  rationalen  Invarianten  und  Kovarianten,  unter 
denen  wir  solche  Invarianten  verstehen  wollen,  in  denen  etwa  neben 
dem  Kern  von  F  auch  noch  zwei  Vektoren  X  und  U  vorkommen  i). 
Es  wird  ein  System  von  einigen  wenigen,  und  ihrer  Zahl  nach  nicht 
mehr  zu  verringernden  Invarianten  und  Kovai'ianten  derart  auf- 
gestellt werden,  durch  die  sich  alle  übrigen  ganz  und  rational  aus- 
drücken lassen  —  also  ein  kleinstes  System  solcher  Invarianten 
und  Kovarianten. 

Von  vornherein  ist  klar,  daß  diese  alle  sich  mit  Hilfe  von  (nur 
symbolischen  oder  realen)  Faktoren  der  Typen 

(AÄ'A"\  (AP),  {PP'P"), 

(UX), 

{UAA'),         (XA),         (PU),         (PP'X) 

werden  darstellen  lassen. 

Einen  wichtigen  Bestandteil  des  zu  suchenden  Systems  kennen 
wir  nunmehr  schon. 

Zunächst  haben  wir  drei  unabhängige  Invarianten  (Ringe) 
i?i,  i?2!  -R3,  die  der  Folge 


(1) 


J?o  =  3,     E,  =  {AP),     B,  =  {AP'){A'P), 
B,  =  (AP')iA'P"){A"P),  ... 


^)  Es  soll  nämlich  im  zweiten  Teile  dieses  Buches  gezeigt  werden, 
daß  auf  die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  sich  die  umfassendere  zurück- 
führen läßt,  die  simultanen  Invarianten  von  F  und  beliebig  vielen  Vektoren 
V],  Xg,  ...,   L\,    U^,  ...  zu  bilden. 

Das  bezeichnete  Problem  ist  schon  frühzeitig  gelöst  worden,  von 
Clebsch  und  Gordan  [Über  biternäre  Formen  mit  kontragredienten 
Variabein.  Math.  Ann.  1,  359  u.  ff.  (1869)].  Übrigens  wird  das  Wort 
biternär  besser  für  solche  Formen  aufgespart,  deren  Veränderliche  zwei 
unabhängig  voneinander  zu  transformierenden  ternären  Gebieten  angehören. 
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zu  entnehmen  sind.  Diese  aber  werden  besser  ersetzt  durch  die 
Invarianten  Ji,  J^,  J3,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen 

oder  durch  die  Gleichungen 

R,  =  J„        R,  =  J,^~2J„ 
^^  E3  =  J,3_3/^J2_^  3J3 

verbunden  sind. 

(4)  Js  =  1{AA'A"){PP'P") 

ist  dann  die  Diskriminante  der  gegebenen  bilinearen  Form. 

Von  Kovarianten  haben  wir  zunächst  zu  verzeichnen  die  bi- 
linearen Formen 

Fo  =  iXU),         F,=-(XA)iPU), 
^"^  F^  =  {XA){PA'){P'U), 

aus  denen  sich  die  analog  gebildeten  Formen  F^,  F^  ...  mit  Hilfe  der 
Rekursionsformel 

(6)  Fm  —  J^.Fn,-ii-J2-F,n-2  —  J3.F,n^s  =  0  {m>3} 
zusammensetzen    lassen.      Durch    Fq,    -Fi,   F^    läßt    sich    auch    die 
quadratische  Kovariante  l  (XPP')  {AA'U)  von  F  =  F^  ausdrücken: 

(7)  \{XPP'){AA'U)  =F,  —  J,.F,-^J^.Fo. 

[Ist  Js  =)b  0,  läßt  sich  also  die  Folge  Fq,  Fi,  F^,  ...  auch  über 
den  Index  Null  hinaus  fortsetzen,  so  ist  die  Gleichung  (7)  eine 
Folge  von  (6): 

F-r  =  J^'.liXPP')iAA'U) 

^  ^  =  Jr.{F,-J,.F,^J,.Fo); 

(7)  gilt  aber  auch  in  allen  anderen  Fällen.] 

Hiermit  ist  die  Frage  nach  allen  ganzen  und  rationalen  In- 
varianten der  Grundform  F  schon  erledigt.  Da  nämlich  nach 
(6)  auch 

(9)  Rm  Jl  •  Pm  -  1  +  =^2  ■  ^ni  —  2  tTj  •  ^m  —3    =    ^ 

sein  muß,  sobald  w  >  3  ist,  und  i?i ,  R2,  R3  durch  Ji,  Jo,  J3  aus- 
drückbar sind,  so  haben  wir  keine  weiteren  Invarianten  ohne  De- 
terminantenfaktor zu  bilden.  Invarianten  mit  einem  Determinanten- 
faktor (AA'A")  oder  {P  P' P")  aber  brauchen  überhaupt  nicht 
gebildet  zu  werden,  da  sich  sofort 

{AA'A"){PU)iP'V){P"W)  =  Js.iUVW), 
^  ^  {PP'P")  {A  X)  {A  Y)  (A" Z)   =  J3.  {X  YZ) 
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findet.  Auch  brauchen  wegen  der  Identität  (L)  in  den  zu  bildenden 
symbolischen  Produkten  Determinautenfaktoren  des  Typus  (PP'X) 
nicht  mit  solchen  des  kontragredienten  Typus  verbunden  zu  werden: 
In  jedem  solchen  Falle  würden  wir  nach  Ausmultiplizieren  der  beiden 
Determinanten  ein  Aggregat  von  Formen  mit  schon  betrachteten  sym- 
bolischen Faktoren  erhalten,  wie  wir  es  an  dem  Beispiel  (7)  gesehen 
haben.  Formen  mit  Faktoren  (PF'X)  oder  (ÄA'U)  aber  liefern 
wirklich  Neues,  und  zwar  erhalten  wir  nun  daraus  zwei  weitere 
Foimen: 


(11) 


(SX)3   =  {A"P){F'P"X){AX){A'X) 
{ZUf  =   {P"A){A'A"U){PU){P'U)^\ 


die    auf   Grund   der  Identität   {B)  mit   schon   aufgestellten   Formen 
durch  eine  identische  Relation  verbunden  sind: 


(12) 


Die  gefundenen  Invarianten  und  Kovarianten 

J,,  J„  J„  Fo,  F„  F„  (SX)3,  (UUY' 

sind  durch  diese  einzige  identische  Relation  —  (12)  —  ver- 
bunden. vSie  bilden  ein  zur  Gruppe  6r  gehöriges  voll- 
ständiges (und  zugleich  kleinstes)  „Formensystem"  der 
Grundform   F:     Alle   ganzen    und   rationalen   Invarianten 


Fo  F,  F, 

(SX)3. 

(EUY  = 

F,  F,  F, 
F,  F,  F, 

- 

= 

{(^1 

2  _ 

-J,).F, 

-  iJlJ-2  - 

h).F,-^J,J,.F,) 

■iFoF,-I 

1^)  + 

-f 

{J^ 

F^ 

-J,.F,  +Js.Fo] 

{2F,F,- 

FoFs)  - 

F,3. 

1)  Bei  dem  Rechnen  mit  den  Abkürzungen  (S X)^  und  (2U)^  ist  es 
nötig,  zu  beachten,  daß  die  Symbole  *S'  und  I  sich  nicht  (wie  Symbole 
von  Grundformen)  schlechthin  kontragredient  zu  den  Symbolen  X  und  U 
verhalten.  Da  nämlich  (F' F" X)  bei  linearer  Transformation  die  Trans- 
formationsdeterminante als  Faktor  annimmt,  und  (A' A"  U)  ihren  reziproken 
Wert,  so  tun  das  gleiche  auch  die  entsprechenden  Kovarianten  (SX)^  und 
(2'r')3.  Man  wii-d  also  dem  einzelnen  Symbol  -S'  —  das  immer  dreimal 
auftritt  —  bei  Ausführung  einer  linearen  Transformation  noch  eine  dritte 
Wurzel  aus  der  Transformationsdeterminante  als  Faktor  hinzuzufügen  haben, 
und  ebenso  dem  einzelnen  Symbol  2  den  reziproken  Wert  dieser  dritten 
Wurzel.    Aus  (5X)3  und  (U2)^  hebt  sich  dann  die  Irrationalität  wieder  weg. 
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und  Kovarianten  dieser  Form  (Kovarianten  mit  Veränder- 
lichen X  oder  Z7,  oder  X  und  U)  lassen  sich  rational  und 
ganz  durch  sie  ausdrücken. 

Daß    zwischen    den    genannten   Größen   eine    weitere    identische 
Relation  nicht  bestehen  kann,  sieht  man  an  dem  Beispiel: 
(13)  F=  Xr  C,  1  U,  +  X,  C,,  U,  +  X3  C33  U,, 

auf  das  wir  alsbald  noch  näher  einzugehen  haben  werden. 

Es  bleiben  nun  noch  Kovarianten  zu  betrachten,  die  einen  der 
Faktoren  {A  A'  U),  {P P'  X)  enthalten:  Sind  diese  alle  durch  Formen 
des  aufgestellten  Systems  ganz  und  rational  ausdrückbar,  so  ist  unser 
Satz  erwiesen. 

Wir  nehmen  an,  es  handele  sich  etwa  um  den  Faktor  (A  A'  U). 
Wenn  dann  das  zu  bildende  symbolische  Produkt  nicht  ohne  weiteres 
zerfallen  soll,  so  muß  noch  ein  Faktor  (A"  P),  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  ein  Faktor  (A"  P')  vorhanden  sein.  So  kommen  wir 
aber,  außer  zur  Kovariante  {2J  U)^,  nur  noch  zu  Formen,  die,  wenn 
sie  wieder  nicht  zerfallen  sollen,  die  Faktorengruppe  {A  A'  L)  (A" P) 
{Ä"  P'),  oder  die  Faktorengruppe  (A  A'  U)  {A"  P)iA"'  P")  enthalten 
müssen.  Nun  ist  aber  —  was  auch  immer  V  und  W  bedeuten 
mögen  — 

{A  A'  U)  {A"  P)  {Ä"  P')  {P"  V)  (P'"  W) 
=  |CA^'  U){A"Ä"\PP'){P"  V){P"'  U), 

und  dieses  wird  nach  Nr.  (7) 

=  {A  A"  A'")  {A'  P)  (P'  U)  {P"  V)  {P"'  VV)  — 
—  Ji.{A A" Ä") (P  U) (P"  V) (P'" W)  + 
+  Ja .  {A"  A'"  U)  {P"  V)  (P'"  W). 
Diese  Form  aber  setzt  sich  nach  Nr.  (10)  aus  Teilen  zusammen, 
deren  jeder  mindestens  einen  der  Faktoren  Jj,  Jg,  J3  hat. 
Im  zweiten  Falle  erhält  man  ähnlich 

{A  A'  U)  {A"  P)  {A'"  P")  (P'  V)  {P'"  W) 
=  l  (AA^  U)  {A"  V I  PP;)  (A'"  P")  (P'"  W) 
=-.  {AA"V){A'  P){P'  U)(Ä"  P")iP"'W) 

—  Ji .  *  +  Ja  •  * 
=  (Ä  A'  V)  {A"  P)  (Ä"  P')  (P"  U)  (P'"  W) 
-J,-*  +J2-*- 
Hier  ist  der  erste  Summand   soeben   als   durch  Formen   unseres 
Systems  ausdrückbar  erwiesen  worden,  die  beiden  anderen  enthalten 
die  Faktoren  J^  und  J^. 
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§16.     Beispiel:  Ternäre  bilineare  Formen 


Will  man  die  begonnene  Reduktion  wirklich  durchführen  — 
was  für  unseren  augenblicklichen  Zweck  ja  nicht  nötig  ist  — ,  so 
erhält  man,  z.  B.  im  ersten  Falle 

(Ä  A'  U)  {A"P)(,ä!"  P')  (P"  F) (P"'  W)  =  J^.  {AVW)  {PA!) (P'U)  + 
+  (Js-JrJ,).{AVW)(PU)-{J,J,-J,^).{UVW). 

Wir  bilden  jetzt  die  charakteristische  Gleichung  unserer  Form. 


(14) 


A^  —  J^.A^  ^  J^.  A^  —  J^.  A<^  =  0, 


und  bezeichnen   ihre  Wurzeln   mit  y/j,  A^,  A^,   so   daß  (mindestens 
für  m  =  0,  1,  2,  ...) 

(15)  P,„  =  ^-  +  ^-  +  ^^ 
wird.     Wird  dann 

(16)  n={A,-A,)iA,-A,)(A,-A,) 

gesetzt,  80  ist  77^  die  Diskriminante  der  charakteristischen  Gleichung: 
11112 

(17)  J72   =     A,    A,    A, 

!  A^^  A^^  ^gä 
=  4-{4(Ji2  _  3  j-^)  (,7^2  -3J,J,)  -  iJ,J,  -  9/3)2} 
=  oVi 4(^1'  — 3/2)3  —  (2Ji3_  gj^j^  ^  27/3)2} 
=  —4rJi3Js-\-Ji^J2^-\-  18/1/2^3  — 4  Jo3  — 27  J32  ')• 
Wenn  wir,  behufs  Bildung  symbolischer  Potenzen,  das  Zeichen  F 
durch  die  Zeichen  T  und  T  ersetzen,  und  dann   mit  diesen  den  Be- 
griff geordneter  bilinearer  Formen  verbinden, 

(18)  T  =  {XA){PU),       T  =  iUP){AX), 

so  daß  T  =  y  und  T  =  T'  wird,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 


i?o 

B, 

B, 

B, 

B, 

Bs 

B, 

B, 

B, 

(19) 


{T  —  A,E)(T  —  A^E){T—A,E)  =  0, 
(T-^iH)(T-^2H)(T-^3H)  =  0; 


und,  wenn  —  für  «,  /3,  7  =r  1,  2,  3;  2,  3,  1;  3,  1,  2  —  unter  der 
Voraussetzung  77^  z:fz  0 


(20) 


Ha 

=    {XA<.)(PaU) 
=   {UPa){AaX) 

(T- 

A^,E){T- 

-^yE) 

^      {Aa 

(T- 
(^« 

-A^){A,- 
AßH){T- 
-A^){A,- 

-Ay)       ' 

-AyH) 

-Ay) 

^)  Siehe  die  Anmerkung  am  Schluß  des  Paragraphen. 
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gesetzt   wird,   so   erhalten   wir  die  Darstellung  von  T^,  T^ 
T°,  TS  . . .  durch  diese  den  Gleichungen 
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.  und 


(21) 


0. 


Ha  —  Htt,       H^  Hv  —  H;,  H^  =  0 
genügenden  Formen  („Einheitsformen"): 


(22) 


0,  1,  2, 


Ferner  erhält  man,  wie  zuvor  für  einen  beliebigen  Wert  der 
Stufenzahl  nachgewiesen  worden  ist,  die  Zerlegung  der  Formen 
Ea,  Ha  in  lineare  Faktoren: 

(23)  E.  =  {XAa)  .  {Pa  U\         H„  =  {IJP^) .  {Aa  X), 

und  die  zwischen  diesen  stattfindenden  Gleichungen 


(24) 
und 

(25) 

(26) 

(27) 


{AaPu)=    1, 


{AßPy) 


{A,A,A,).{P,P,P,)=:    1, 
{PßPyX)  =  {P,P,P,).{A.,X), 

(AUyU)   =   {A,A,A,).{PaU), 
{PuA)P      =yla.Pu,       A{PAu)- 


Aa.Aa. 


Wir  berechnen  hiernach  ohne  Mühe  die  Ausdrücke  der  Ko- 
varianten  {SXy  und  {ZlUy  durch  die  linearen  Formen  {A^X)  und 
{PaU).     Es  findet  sich  z.B.: 

-(SX)3  =  {P'  A){P  P"  X){Ä  X){A"  X)  = 

=  2:Aa.{PaA){PP"X){A.X){A"X) 

=  i:At.{PaAa){PuPX){AuX){AX) 

=  i:A;A,.{PßP,X){AßX){AyX) 

=  2JA-^Ay.{P,PßP^){AuX)(A^,X){AyX), 
und  also 


(28) 


(SX)3  =  n.{P,P,P,)iA,X){A,X){A,X), 
{2:U)s=n.{A,A,As){P^U)iP,U)iP,U). 


'^3^)   ! 

AHÄsX)  i 

A'U'sU)  \ 
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Hieraus  erhält  man  wieder  die  Identität  (12),  da 

(SX)3.(2:?7)3 

I      (AX),      (Ä.x), 
i  A'iÄ.X),  AHÄ.X), 

{I\U),  {P,U), 

iA,A,A,)  .      AiPxU),    A,  iP,U), 

J^^PiU),    A^^iP^U), 

Fo  F,  F, 
F,  F.,  Fs 
F,   F,  F, 

wird.  Eine  geringe  Vereinfachung  kann  maif  in  diesen  Formeln 
noch  dadurch  erzielen,  daß  man  die  in  gewissem  ilaße  willkürlichen 
Formen  {AaX),  {PuV)  durch  die  Annahme 

{A,A,A^)  =  1  ={P,P^P,) 
spezialisiert.      Es   ist  aber   zu   bedenken,    daß   die   so  vereinfachten 
Formeln   nur    noch    bei   Transformationen    der   Gruppe   /^(-Tg)  ^^^^ 
Form  bewahren. 

Aus  dem  Gesagten  geht  noch  hervor,  daß  im  Falle  Tl'^  zfz  0 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Äquivalenz 
zweier  Formen  F  und  F  in  bezug  auf  die  Gruppe  G  (und  dann 
auch  schon  in  bezug  auf  die  Gruppe  •J~')  darin  besteht,  daß  das 
System  der  Invarianten  Au  mit  dem  System  der  Invarianten  A^. 
übereinstimmt.  In  rationaler  Form  wird  dann  diese  Äquivalenz- 
bedingung so  ausdrückbar  sein: 

(29)  'h  =  J„      J,  =  J,,,     J,  =  l,. 

Im  Falle  der  zu  G  gehörigen  KoUineationsgruppe  @  (Ög)  tritt 
an  Stelle  dieser  Bedingung  die  Forderung  der  Vereinbarkeit  der 
Gleichungen 

Q  .  J^  ^  J^,       Qi  .J^  =  J^,      q3  .J^  z=  Jj. 

Äquivalenz  der  beiden  Kollineationen  {XÄ){PU)  =  0  und 
{XA){FU)  =  0  besteht  also,  unter  der  Voraussetzung  77-  q^  0, 
immer  dann,  wenn  die  Verhältniswerte 

(30)  J.2:Ji\     Jz-.Ji^      ■Iz'-.Jj^, 
gebildet  für  die  Formen  F  und  F,  dieselben  sind. 
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Erläuterung  zu  dem  Ausdruck  für  IP,  Nr.  17. 

Eine  weitere  Gestalt,  die  mau  der  Invariante  TP  erteilen  kann,  ist  noch 

Der  erste  der  im  Texte  angegebenen  Ausdrücke  von  77^  {^^  ^\q  bekannte 
Formel,  die  die  Diskriminante  einer  binären  kubischen  Form  als  Dis- 
kriminante  ihrer  Hess  eschen  Kovariante  gibt.  Setzt  man  nämlich,  zu 
homogenen  Veränderlichen  übergehend, 

so  ist  die  „Hesse sehe  Kovariante"  von  (a §)^  definiert  als  die  Form 

und  die  Ausrechnung  hiervon  gibt 

-  i  {W  -  3  J2)  h^  -  (-/i  ^2  -  9  J3)  I2  li  +  W  -  3  Ji  Ja)  li^>; 

ihre  mit  2  multiplizierte  Diskriminante  liefert  dann  die  Diskriminante  der 
kubischen  Form  und  damit,  abgesehen  von  einem  Zahlenfaktor,  den  im 
Texte  angegebenen  Ausdruck. 

Auf  den  nächsten  Ausdruck  für  Iß  kommt  man,  wenn  man  unter  e 
eine  primitive  dritte  Einheitswurzel  versteht  und  die  auch  sonst  in  der 
Theorie  der  kubischen  Gleichungen  gebräuchlichen  Wurzelfunktionen 

t'   =  -Z/i  +  f^2  +  «--^3,       >'  =  ^1  +£2^2  +«^3 
einführt.     Es  wird  dann  nämlich 

m  =  —  -^.  [{U—V){U—bY){U  —  £2  F)}2 

=  -  27  (^''  -  ^')'  =  -  kxi'U'  +  F3)2  _  4  ^xjy^zx 
und 

f7F  =  /i2  _  3  j^,     u^  j^Yz^2  /j3  _  9  j-j  j-^  _^  27  J3. 

Von  diesen  beiden  Ausdrücken  ist  der  erste,  wie  wir  gesehen  haben,  ab- 
gesehen von  dem  Zahlenfaktor  — ^,  der  erste  Koeffizient  („das  Leit- 
glied") der  quadratischen  Kovariante  von  (« ^)3.  Aber  auch  der  zweite 
Ausdruck  hat  eine  ähnliche  Bedeutung.  Er  ist,  abgesehen  von  einem 
Zahlenfaktor  — ^,  der  erste  Koeffizient  (das  Leitglied)  der  kubischen 
Kovariante 

2  («  ö)  (« 1)2  (d  I)  =  -  («  «')2  («  «")  («'  I)  («"  1)2 

Beide   Ausdrücke   sind   Lösungen   der   partiellen  Differentialgleichung 
r$  80  B0 
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Sie  sind  sogenannte  Semiinvarianten  von  («§y,  nämlich  Invarianten  der 
Gruppe 

Ji+3Z  =  J'i, 

Js+K.J,^K^.J,  +  K^  =  J's, 

die  durch  die  Gruppe  ^i  =  ^I  ■  ,-2  -\- ^^ ^i  =  ^2  o'^^'" 

yli-\-K  =  J[,      A^^  K^  A,      A^^  K  =  A3 

induziert  -wird.  Jede  ganze  rationale  Invariante  dieser  letzten  Gruppe,  die 
von  e/j,  Ja-  J3  rational  abhängt,  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  von  U .  V 
und  L' 3  -|-  F3,  und  ebenso  jede  ganze  rationale  Funktion  'f'  (/j ,  Jg,  J3),  die 
der  angeführten  Differentialgleichung  genügt  (wie  z.  B.  11^). 


§17. 
Fortsetzung:     Die  Kovarianten  (SX)^  und  (ZUy. 

Die  von  uns  Ei,  Ej,  E3  und  Hj ,  H2,  H3  genannten  bilinearen 
Formen  unterscheiden  sich  voneinander  nur  so,  wie  die  Formen  T 
und  T,  nämlich  durch  die  Anordnung  der  in  ihnen  vorkommenden 
Veränderlichen  X  und  U.  Nennen  wir  sie  in  ihrer  Eigenschaft  als 
Funktionen  von  X  und  U  nunmehr  0^,  02»  ^3?  ^o  werden  diese 
Formen,  irrationale  Kovarianten  nullten  Grades  der  Grundform  F, 
zunächst  nur  von  dem  linearen  System  der  Formen  Fq,  Fi,  F^,  ... 
abhängen  (S.  174).  Sie  bleiben  bestimmt  und  behalten  ihre  Werte, 
wenn  man  F  ersetzt  durch  F*,  wo 

F*  =  C,.F,+  C,  F,  +  Co.F, 
ist,  solange  nur  keine  zwei  der  Werte 

A%=  C^.A',^  C,  .Al^C^.Al 
einander  gleich  sind.     Da  jeder  Faktor  des   symbolischen  Produkts 

(T*  —  At  E)  (T*  —  At  E)  (T*  —  AI  E) 
durch  den  entsprechenden  Faktor  T — AaE.  teilbar  ist,  so  ist  das 
angeführte  Produkt  identisch  gleich  Null,  A*,  A^  und  A^  sind  die 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung,  die  zu  der  Form  F*  ge- 
hört. Die  den  Koeffizienten  Cg,  Cj .  Cq  aufzuerlegende  Bedingung 
aber  ist  das  Nichtverschwinden  des  Differenzenproduktes 

77*  =  {At  -  At)  {AI  -  At)  {At  -  At), 
oder  das  Nichtverschwinden  des  ersten  Faktors  in  dem  Produkt 
.,.  77*  =  {C'i34-2CoCi2.Ji  + 

^  ^  -^c^c,.{j,^^j,)^c,K{j,j^-j,)).n. 
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Dieselbe  Kombinanteneigenschaft  müssen  dann  auch  die 
Formen  (SX)3  und  (2J  U)^  haben.  Diese  nehmen  ja  —  nach  Nr. (28) 
in  §  16  —  bei  Ersetzung  von  F  durch  F*  ebendenselben  Faktor  an 
wie  die  Invariante  U.  Außerdem  sehen  wir  noch,  daß  die  linearen 
Faktoren  0^,  &^  und  ©3,  in  den  Formen  (S*Z)3  und  {Z*  V)- 
wiederkehren. 

Dies  alles  veranlaßt  uns  nunmehr,  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Formen  0j,  ©g»  ®3  ^°d  (SX)'',  [2^  U)^  noch  genauer  zu  unter- 
suchen.     Es  wird  sich  zunächst  ergeben: 

Die  Gleichung  dritten  Grades,  deren  Wurzeln  die  irra- 
tionalen Kovarianten  ©1,  ©2)  ©ssind,  läßt  sich  so  schreiben, 
daß  in  ihren  Koeffizienten  nur  Kovarianten  der  Formen 
(SX)3,  (2;C7)3  erscheinen. 

Zum  Beweise  knüpfen  wir  an  die  Formeln  Nr.  (12)  und  Nr.  (28) 
in  ^  16  an.     Danach  ist 


(2)  {SX)K{EUf 


Fo  F,  F, 
F,  F2  F3 
F,  Fs  F, 


77^01.00.03. 


Wir  führen  nun  das  Operationszeichen 


oXiöUi        cX^dU^        cX^dUs 

ein,  das  augenscheinlich  einen  invarianten  Prozeß  darstellt  (aus  In- 
varianten immer  wieder  solche  hervorgehen  läßt),  und  erhalten  mit 
seiner  Hilfe  aus  dem  Produkt  (S,  2:)o  =  (SXy.  (^f7)3,  der  „null- 
ten Überschiebung"  von  (SX)^  und  {Uuy,  der  Reihe  nach  die 
„erste,  zweite  und  dritte  Überschiebung"  von  (SX)3  und 
(2:tr)3: 

(S,2;),  =  |ß(s,2:)o, 

Berücksichtigen  wir  dann  noch,  daß 

SliFi.F,)  =  Bi.Fk  +  Bu.Fi  +  27^,  +  ^ 


1)  Man  sagt  auch.  (S,  Z)q.  (S,  2)j_,  (S,  S).^,  (S,  S)^  entstehe  aus  dem 
Produkt  (SX)^.{2U)^  durch  null-,  ein-,  zwei-  dreimalige  Faltung. 

Study,  luvariauten.  jg 
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17.     Fortsetzung: 


wird,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Formeln : 


(3) 


-Ji 


BoBjB 


+ 


F,  F,  F, 


j  F,  F,  F, 
-\-  \  Bi  B2  -B3 

i  F,  F,  F, 

\m-\@,@,  +  ©301  +  0102 


Fo  F,  F, 


F,  F,  F, 
Bo  -R3  B^ 


(4) 


(5) 


Fo  F,  F, 

J?o 

B,B, 

Bo  BiB.2    ] 

=  - 

B,  B,  i?3 

+ 

i^l  i^2  F, 

+ 

Bi  B^B.il 

l 

B,  7?3  7?, 

B,  B,  B, 

F,F,F,\\ 

=  J  77«.(0,  +  0.  +  ©3)  =  hUKiXU), 

Bq  Bi  B2 

(S,  2;)3  =  (SZ)'  =  J 

B,  B,  Bs 
B,  B,  B, 

=  \m. 

irch   Zu 

sammenfass 

ung 

der 

Formel 

n  (2)  bis   (5)   ergibt  sich 

dann   die   gesuchte  kubische  Gleichung  für  ©j,  ©g»  ^3   ^^  doppelter 
Gestalt: 


(6) 


wobei,  wie  gesagt, 

(7) 

und 

(8) 
ist. 


Bo0  —  Fo,     B,&-F,,     B,&  —  F, 

\ 

B,&  —  F„     B^S  —  F,,     Bs&  —  Fs\ 

B2&  —  F2,     B,@~-  7'3,     J?,  0  —  F,  i 

=   (S,   Z),  .  03  _   3  (S,   2:)2  .  02  ^ 

4-  f  (s,  Z)i .  01  —  i  (s,  2:)o .  00  =  0, 

(s,  2:),  =  {sxy'.{2Ju)^ 


(s,  ^), 


{S,2J),.{XU) 


n^.{xu) 


Hiermit  haben  wir  den  behaupteten  Satz,  der  uns  die  Formen 
01,  02,  03  als  irrationale  Kovarianten  nullten  Grades  der  beiden 
Formen  (SX)3,  (2:  U)^  kennen  lehrt. 

Es  liegt  nun  aber  noch  ein  anderer  Gedanke  nahe: 
Die  Kovarianten   (SX)^  und   {2J  U)^  müssen   jede  schon 
durch  die  andere   bestimmt   sein,   jede  von  ihnen  muß  sich 
als  rationale  Kovariante  der  anderen  darstellen  lassen. 
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Es  lohnt  sich  wohl,  auch  das  noch  auszuführen.  Da  aber  die 
dabei  anzustellenden  Rechnungen  hier  schon  etwas  länger  sind,  und 
auch  Raum  für  allerlei  anderes  bleiben  muß,  so  soll  die  Ableitung 
diesmal  nur  skizziert  werden:  Die  genauere  Ausführung  der  fol- 
genden Entwicklung  wird  ja  auch  dem  einen  oder  anderen  Leser 
eine  nützliche  Übung  bieten. 

Es  kommen  einige  Ergebnisse  aus  der  Lehre  von  den  ternären 
kubischen  Formen  zur  Verwendung.  Da  auf  diese  umfangreiche 
und  verwickelte  Theorie  selbst  hier  nicht  näher  eingegangen  werden 
kann,  so  geben  wir  zunächst  die  zum  Verständnis  des  Folgenden 
nötigen  Erklärungen. 

Eine  ternäre  kubische  Form  (AX)^  —  {B Xy  =  (6'X)3  =  •  -  •  i) 
hat,  unter  anderen,  eine  Kovariante,  die  ebenfalls  kubisch  ist  in  X, 
und  die  man  ihre  Hessesche  Kovariante  nennt: 

(HX)3  =  1{ABC)HÄX){BX){CX). 

Außer  dieser  haben  wir  in  unserem  Falle  {(ÄX)^  =  (SX)^}  noch 
zu  betrachten  zwei  Invarianten  derselben  Grundform,  die  wir  so  be- 
zeichnen wollen: 

G,  =:  ^{ABC)iABD){ACD)(BCD), 
G^  =  \{ABC){ABD){AGE){BCF){BEFf 
=  {ABC){ABH){ACH)iBCH)^). 


^)  Statt  das  Symbol  A  zu  akzentuieren,  verwenden  wir  hier  andere 
Buchstaben. 

^)  G^  und  Gg  sind  die  einzigen  unabhängigen  ganzen  und  rationalen 
Invarianten  der  Form  (AX)^.  Näheres  bei  Gerd  an,  Math.  Ann.  1,  90  ff., 
1869,  und  bei  Clebsch  und  Gordan,  ebenda  6,  436  ff.,  1873,  sowie  in  der 
weiteren  Literatur,  die  in  der  Mathematischen  Enzyklopädie  3(2),  488  ff.  an- 
gegeben ist. 

Die  im  Texte  neu  eingeführten  Zeichen  G^  und  Gq  sind  nachgebildet 
den  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  üblichen  Wei e r st rass sehen 
Zeichen  (/g  und  (j^,  die  Invarianten  binärer  Formen  vierter  Ordnung 
(ax)*  =  (bx)*  =  ■•■  darstellen, 

und  voi-zuziehen  sind  den  von  Clebsch  für  dieselben  Invarianten  ge- 
brauchten Zeichen  -^  i  (=  g^)  und  \j  (=  ^g).  Auf  die  hier  berührte  Theorie 
der  binären  biquadratischen  Formen  soll  im  zweiten  Teile  dieser  Schrift 
eingegangen  werden. 

Bei  allen  hier  gebrauchten  Abkürzungen  g^,  g^,  G^,  Gq  sind  die  Defi- 
nitionen so  eingerichtet,  daß  die  ausgerechneten  (übrigens  zum  Teil  schon 
recht  verwickelten)  Ausdrücke  dieser  Invarianten  frei  werden  von  über- 
flüssigen Zahlenkoeffizienten. 

13* 
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Wir  berechnen  zuerst  die  Hessesche  Kovariante  von(SX)3,  die 
bei  dieser  sehr  stark  spezialisierten  Form  bis  auf  einen  von  X  freien 
Faktor  mit  (iSX)^  selbst  übereinstimmt  i): 

(9)  (HXr  =  l(SS'S'r{SX){S'X){S"X)=  ^^^^^.n^.{SX)\ 
Für  die  beiden  Invarianten  G^^  und  Crg  erhält  man  sodann  die  Werte 

(10)  a,  =  i-,{S' s" s"'){S" s'" s){s"' ss'){ss' s")  =  ^~-n^, 

G,  =  iSS'S")iSS'H)iSS"H)(S'S"H)  -  ,r  ,«--^'' 


23.3« 


woraus 

(11)  772  = 


9    ^ 


und 

(12)  (Jg2  _  6  4  g^^3  =  0 
folgte). 

Hat  man  so  weit  gerechnet,  so  kann  man  sich  die  fernere  Über- 
legung durch  die  naheliegende  Bemerkung  abkürzen,  daß  in  der 
letzten  der  zu  bildenden  Gleichungen 

(13)  '^{SS'S"){SS'U)iSS"U){S'S"U)  =  i- 772.  (2:^7)3 


Übrigens  heißen  G^  und  Gq  bei  Cayley,  von  dem  der  angeführte 
Grundsatz  herrührt,  S  und  — T.  Bei  Clebsch  und  Gordan  heißen  die- 
selben Invarianten  erst  \  S  und  T  (Math.  Ann.  1,  1867),  später  2^5"  und  |  T 
(Math.  Ann.  6,  1873),  so  daß  also  in  der  Literatur  über  diesen  Gegenstand 
jedes  der  Zeichen  S,  T  nicht  weniger  als  drei  verschiedene,  und  zwar  leicht 
zu  verwechselnde  Bedeutungen  hat! 

Wegen  des  Zusammenhangs,  der  zwischen  g^,  g^  und  G^,  Gq  besteht, 
siehe  die  Anmerkung  am  Schluß  des  Paragraphen. 

^)  Dieses  ist  Bedingung  dafür,  daß  eine  temäre  kubische  Form  in 
drei  lineare  Faktoren  zerlegt  werden  kann,  wie  es  eben  bei  (S  X)^  zutrifft. 

2)  Der  Ausdruck  R  =  Gg^  _  64  (r/  heißt  Diskriminante  der 
kubischen  Form  (A  X)^.  Die  Gleichung  Ä  =  0  ist  nämlich  Bedingung 
für  das  Vorkommen  von  (mindestens)  einer  mehrfach  zählenden  Lösung  X 
einer  Gleichung  der  Form  (J.-X)3  =  0;  d.  h.  in  der  Sprache  der  Geometrie, 
R  =  0  ist  Doppelpunktsbedingung  der  ebenen  Kurve  (ÄX)^  =  0. 
Hierdurch  ist  allerdings  die  „Diskriminante"  der  Form  (A  X)'^  nur  bis  auf 
einen  Zahlenfaktor  festgelegt,  über  den  im  Ausdruck  J?  in  bestimmter 
Weise  verfügt  ist. 

Die  spezielle  Kurve  (AX)^  =  (S X)^  =  0  hat,  wie  wir  wissen,  sogar 
drei    (unter   der  Annahme  11^  =f=  0  von  einander  getrennte)  Doppelpunkte. 
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nur    noch    der   Zahlenkoeffizient   fraglich    bleibt.       Man    erhält  den 

unter  (13)  angegebenen  Wert  durch  die  Substitution   U  =  S'".  Da- 
mit haben  wir  das  gesuchte  Ergebnis.      Es  ist 


(14) 


In  der  Anmerkung  auf  S.  196  wurde  hingewiesen  auf  einen  Zusammen- 
hang, der  zwischen  den  dort  erwähnten  Invarianten  g2  und  g^  einer  binären 
Form  (aa?)*  und  den  Invarianten  G^  und  Gg  einei"  ternären  Form  (AX)^ 
stattfindet- 

Dieser  Zusammenhang,  den  anhangsweise  zu  besprechen  wohl  nützlich 
sein  wird ,  hat ,  wenigstens  historisch ,  seine  Wurzel  in  einem  bekannten 
Lehrsatze  von  Salmon.  Nach  diesem  sind  die  Tangentenquadrupel,  die 
man  von  irgend  einem  Punkte  einer  doppelpunktfreien  ebenen  Kurve 
dritter  Ordnung  (AX)^  =  0  an  diese  Kurve  legen  kann  (abgesehen  von 
der  Tangente  des  Punktes  selbst),  alle  zueinander  projektiv.  Denken  wir 
uns  diese  Tangentenquadrupel,  im  Büschel  der  Geraden  durch  einen  solchen 
Punkt,  zusammengefaßt  als  Nullstellen  einer  binären  Form  vierter  Ordnung 
(ax)^,  so  hat  diese  keine  mehrfache  Nullstelle,  und  also  eine  von  Null 
verschiedene  Diskriminante : 
(15)  r  =  ^, -ig,^- 27  gs^). 

Die  Form  (ax)*  hat  dann  eine  absolute  Invariante  (gegenüber  der 
Gruppe  der  linearen  Transformationen  des  betrachteten  binären  Gebietes), 
und  diese  Invariante  steht  zu  der  analog  gebildeten,  absoluten  Invariante  der 
ternären  Form  {A  X)^  oder  der  ebenen  Kurve  (AX)^  =  0  in  der  Beziehung 


(IG) 


^«'  =  27.64.^. 


Man  erkennt  das,  wenn  man  für  {ax)^  und  (AX)^  die  von  Weier- 
strass  eingefühi-ten  „Normalformen"  benutzt,  nämlich,  unter  spezieller  Ko- 
ordinatenwahl, 

(17)  (ax)*  =  {'i^  X2^  —  92^2^^^  —  g^Xi^)  Xi, 

(18)  {AXY  =  X,X,^-{iX2^-g2X2X,^-g,X,^} 
setzt.     Es  wird  dann 

(19)  27a,  =  4(72,       27(^6  =  64^3. 
Für  die  Diskriminante 

(20)  B  =  ößä  — 64G43 

der  kubischen  Form  (AX)^  ergibt  sich  noch  die  Gleichung 

(21)  39 .  E  =  —  216 .  r  (siehe  Nr.  15). 

Die  Diskriminanten  li  und  r  sind  also  immer  zugleich  von  Null  verschieden 
oder  Null. 

Trifft  für  zwei  Formen  (ax)*  und  (bx)^  oder  für  zwei  Formen  (AXf' 
und  (BX)^  das  erste  zu,    so  sind   sie  (gegenüber   den  beiden  Gruppen   G,, 
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^'9  des  binären  und  ternären  Gebietes)  dann  miteinander  äquivalent,  wenn 
auch  die  zugehörigen  absoluten  Invarianten  (Nr.  16)  gleiche  Werte  haben; 
und  auch  nur  dann  sind  die  entsprechenden  geometrischen  Figuren  (ax)^  =  0, 
(bxy  =  0  und  (AX)^  =  0,  (B  X)^  =  0  zueinander  projektiv  (im  zweiten 
Falle  kollinear). 

Wegen  der  hier  ausgeschlossenen  Grenzfälle  muß  auf  die  Theorie  der 
binären  Formen  vierter  Ordnung  verwiesen  werden,  die  im  zweiten  Teil 
dieses  Buches  zur  Sprache  kommen  soll,  und  —  wegen  der  Kurven  dritter 
Ordnung  —  auf  einen  Aufsatz  von  Dingeldey  [Math.  Ännalen  31,  157  u.  ff. 
(1888)],  sowie  auf  die  in  der  Mathematischen  Enzyklopädie  3  (2),  490  an- 
gegebene Literatur. 

§  18. 
Fortsetzung:  Besondere  Fälle  i). 

Unsere  bisherigen  Überlegungen  ruhen  zum  großen  Teil  auf  der 
Voraussetzung  U^  zifz  0 ,  die  einen  sogenannten  allgemeinen  Fall 
kennzeichnet.  Insbesondere  folgt  aus  dieser  Annahme  (die  vreiterhin 
mit  la)  bezeichnet  werden  soll),  daß  unter  den  symbolischen  Potenzen 
von  T  drei  linear-unabhängige  Formen  vorkommen,  T'^,  T^,  T^.  Wir 
lassen  die  genannte  Einschränkung  nunmehr  fallen;  es  soll  versucht 
werden ,  eine  erschöpfende  Aufzählung  aller  vorliegenden  Möglich- 
keiten zu  bieten. 

Die  nächste  Annahme,  die  man  machen  wird,  ist  dann  die,  daß 
die  charakteristische  Gleichung  von  T  (oder  F)  eine  einfache  Wurzel 
A  und  eine  Doppelwurzel  M  hat,  so  daß  U^  =  0, 


(1) 

(T-AE)(r-ME)2  =  o 

(Ar^M) 

und 

(2) 

/i  =  A-l-2M,    J,  =  2MI[-\-m,    J3  =  AM2 

wird. 

Es  folgt  dann,  unter  anderem, 

(3) 

J,^-3J,=          (A-M)2, 

J^3  —  4J,J,-^9Js=         A(A  — IVI)2, 

J,J,-dJs  =     2M(A-M)2, 

Ja*— 5/12/^4-6/1^3  +  4/22  =      A2(A  — M)2, 

/12/2  + 3/1/3  —  4/22  =2AIVI(A-M)2, 

/gä- 3/1/3  =      M2(A-M)2, 

woraus 

sich  noch 

(4) 

2J 

13-9/1/2  +  27/3  =  2(A- 

-M)3 

')  In    diesem    Paragraphen    sind    die    E,  A,   M    versehentlich    zu    dick 
gedruckt  worden. 
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ergibt  (vgl.  S.  188,  Nr.  17).     Die  Wurzelgrößen  A,  M  erhalten  rationale 
\\'erte 

^/i3_4/^/^4-9/3 

(5)  T    T         OT  W-SJ,4zO.} 

An  Stelle   der   Formen  Ei,    Ea,    E3   benutzen  wir  jetzt  die   aus 
ihnen  durch  einen  Grenzübergang  hervorgehenden  bilinearen  Formen 

^^-^^^^^  -TM-A)^ 

(6)  E2*  =  Lim  (E2  +  Es)  =  E  -  Er 

(T  — AE)(r— ME) 


Es*  =  Lim  (A2  -  A3)  (E2  —  Es)  = 


M-A 


die  hinterher  auch  wieder  Ei,  E.2,  E3  genannt  werden  sollen.  Die 
beiden  ersten  dieser  neuen  Bildungen  haben  dann,  in  bezug  auf  den 
Kern  der  Grundform  F,  den  Grad  Null,  die  dritte  aber  hat  den  Grad 
Eins. 

Wir  bezeichnen  nun  mit 

Ib) 

die  weitere  Voraussetzung,  daß  die  Kovariante  E*.  oder  also  unser 
nunmehriges  E3,  nicht  identisch  gleich  Null  ist.  Wir  haben  dann 
nach  wie   vor  drei    linear    unabhängige  Potenzen  von  T.     Es  folgt 


(7) 
und 


Ei2  =  Ei,      EiE2  =  0,      EiE3  =  0, 
E22  =  E2,      E2E3  =  E3,       E-,2  =  o 


T«  =        El  +        E2, 
Ji  =  A  .  El  +  M  .  E2  +         Ea, 
(8)  T2  =  A2.Ei  +  IVI^.E2  +  2M  Es, 

T3^  A3.Ei-hM3.E2  +  3M-^E3, 


El  kann  (nach  wie  vor)  als  Produkt  von  zwei  linearen  Formen 
dargestellt  werden,  Ei  =  (X^i) .  (Pi  ?7),  deren  Invariante  (J.1P1) 
den  numerischen  Wert  Eins  hat.  E3  ist  ebenso  ein  Produkt  linearer 
Formen,  E3  =  {XA2).(PzU),  deren  Invariante  (^jPa)  aber  nun  den 
Wert  Null  hat. 
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Da  El  E^  =  Es  El  =  0  ist,  so  sind  dann  auch  die  Invarianten 

(u^a-Pj)  und  (JiPg)  gleich  Null.     Man  kann  dann  die  Figur  der  vier 

Yig,  3.  linearen   Formen   zu    einer  Figur   von    sechs 

/'p^.        Formen   ergänzen,   die    in    denselben   gegen- 

^^^  ^    seitigen    Beziehungen    stehen    wie    im    Falle 

la),  nämlich 

(APJ  =  1, 

(A^p;,)  =  0, 

(A,A,As)-iPiP2Ps)  =  1. 

Da    nunmehr    Ei  -f-  E2  =  E    werden     muß 
(Nr.  6),  so   erhält  man 


(9) 


womit  die  Gleichungen  (7)  erfüllt  sind. 

Die   Unbestimmtheit    der   Vektoren   Aa,  Pa-     die    im   Falle  la) 
durch  die  Gleichungen  der  Gruppe 

g^Aa  =  Al,  Q,P^  =  Fl 

auszudrücken  war,  wird  jetzt  durch  ein  höheres  Maß  von  Unbe- 
stimmtheit ersetzt.  Sie  wird  dargestellt  durch  die  Gruppe  aller 
linearen  Transformationen,  die  das  Bestehen  der  Gleichungen  (9) 
nicht  stören : 

Q.A^  =  At,       Q~^-Pi  =  Pf, 

(10)  6.A2  =  AI      0-1.P2  — •P-'Ps  =  ^2, 

Ö  .  ylg  +  r  .  ^2  =  AI       (5-1 .  P3  =  P3*. 

{Q,  6  z/r  0). 
Nach  (8)  und  (9)  hat  man  also 


El 

= 

(XA,).iP,U), 

E, 

= 

(XA,) 

.{P,U)  +  iXA,).{P, 

U), 

Es 

= 

{XA,).(P,U), 

(11) 


{XA){PU)  =^.iXA,).{P,U) 
+  M  •  {{XA,) .  (A  U)  +  (XA,) .  (P3  ü)}  +  (XA,) .  (P3  U). 


Die  beiden  kubischen  Ko Varianten  werden  hiernach 


(12) 


(sx)3  =  ^.{f^\~^).(p,p,Ps).{A,x).{A,xr, 

(Z  r7)3  =   A  .  (M  -  A) .  iA,A,As)  .  (Pi  U) .  (P3  U)K 
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Die  im  Falle  la)  festgestellte  Reziprozität  zwischen  diesen 
Formen  besteht  hier  nicht  mehr.  Die  Invarianten  Gi  und  G-ß  haben 
hier  den  Wert  Null,  und  ebenso  verhält  es  sich  in  den  nunmehr  zu 
besprechenden  weiteren  Grenzfällen. 


Ic) 

Unsere  Voraussetzung  sei  nunmehr,  daß  erstens  die  charakte- 
ristische Gleichung  von  F  oder  T  eine  dreifache  Wurzel  Ai  =  A2 
=  A3  ^  A  hat,  daß  sie  also 

(13)  {T—^Ey  =  o 

lautet,  und  daß  zweitens  T^,  T^,  T^  noch  linear-unabhängig   sind. 
Wir  haben  dann 

/,  =  3  A,  Ja  =  3  A2.  J3  =  A3. 

Die  Formen 

(14)  Eo  =  (r-AE)«,     Ei  =  (T  — AE)\     E2  =  (I'-AE)2 

genügen  dann  den  Gleichungen 


^'°^        t;  =  E.. 

EoEx  =  E:,        EoE2  =  E2, 

EiE2  =  o,             EI=o. 

und  liefern 

jo  ^ 

Eo, 

A 
A^ 

.Eo+-          El, 

.  Eo  +  2  A  .  El  +         E2, 

J3    = 

A3 

.  Eo  +  3  A2 .  El  +  3  A .  E2. 

Eine  ähnliche  Überlegung  wie  die  soeben  unter  Ib)  angestellte, 
führt  dann  zu  der  Einsicht,  daß  man: 


(17) 


Eo  = 

(X^).(A 

U)^{XÄ,).{P,U)-^iXA,).{P,U), 

E,= 

ix 

A,).{P,U)-\-{XÄ,).{P,U), 

E2- 

{XA,).{P,U) 
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setzen  kann,  wobei  zwischen  den  linearen  Formen  (XAk),  (Pfc  Ü7)  die 
schon  mehrfach  angeführten  Beziehungen  bestehen.  An  Stelle  von 
(11)  erhält  man   also  die  folgende  Darstellung  von  T : 


(18) 


iXA){PU)  =  ^.(XU)-r 
iXA,).iP,U)-^iXÄ,).(P,U). 


Fig.  4. 


^\^~J 


Grad  und  Art  der  Unbestimmtheit  der  Vektoren  Ak,  Fk  werden  jetzt 
bezeichnet  durch  die  Gruppe 

Q       .  A,  =  At, 

Q      .iAo_  +  lA,)  =  AI 

.{As^XA,  +  ^A,)  =  At, 
iP,-XP,  4-  vP,)  =  Pt, 
{P,-IP,)  =Pl 

P,  =  PI 


(19) 


I  p  z^  0,        ^  -\-  t^ 


A2! 


Die  kubischen  Kovarianten   der  Form  F  werden  jetzt  Potenzen 
linearer  Formen.     Man  erhält 


(20) 


{SX)^  =  {P,P,P,).iA,X)^, 
{i:Uf  =  {A,A^A.,).{P^U)K 


IIa) 

Unter  I  b)  war  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  worden,  daß  die 
mit  Es  bezeichnete  Form  identisch  gleich  Null  ist.  Tritt  dies  ein, 
ist  also  bereits 


(21) 


(T-AE)  (T-ME) 


(A  4^  M), 
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so   sind  die  Formen  Ei,  E2   ebenso   bestimmt   wie   zuvor   unter   I  b), 
und  wie  unter  (8)  erhält  man 


(22) 


Ti  =  A  .Ei  +  M  .E2, 
T2  =  A2.E1  +  M2.E2, 


also  insbesondere 


(23) 


i-fl[.{iXÄ,).{P,U)  +  iXA,).iP,U))- 


Es  folgt  aber  jetzt 


(24) 


(SX)3  =  0, 


(Z'f7)3  =  0. 


Fig.  5. 


Umgekehrt  ist  das  Bestehen  einer  jeden 
dieser  identischen  Gleichungen  eine  Form 
der  Bedingung  dafür,  daß  unter  den  Potenzen 
T",  T\  .  .  .  höchstens  zwei  linear  unab- 
hängige sind.  Grad  und  Art  der  Un- 
bestimmtheit der  Vektoren  Ak,  Pjc  sind  jetzt 
gegeben  durch  die  Gruppe 

Q  .Ai  :=   A*,        Q- 

(25)     ö-{/l22^2  +  '^as^s}  =  M,     <3- 
6  •  {A32  A2  -\-  A33  ^3}  =  At,      6-  ^ 

{q  r/=  0,        6^0,  A22  A 


^iG. 


Pi 


^S3  P9 


V      "-33 

\,~  ^23  P2  '\~ 


A32P3} 


=  Pt 
=  Pt 
=    Pt. 


IIb) 

Im  Falle  einer  dreifachen  Wurzel  der  charakteristischen  Glei- 
chung von  F  liegen  außer  der  unter  Ic)  beschriebenen  Möglichkeit 
noch  zwei  weitere  vor,  deren  erste  darin  besteht,  daß  die  unter  Ic) 
mit  E2  bezeichnete  bilineare  Form  identisch  verschwindet,  Ei  aber 
nicht.     Man  hat  dann  neben  (13)  schon  die  Gleichung 


(26) 


(T  — AE)2  =  0. 
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Man  kommt  zu  dem  jetzt  vorliegenden  Fall  auch  von  Ib)  aus, 
^enn  man  A  =  M  werden  läßt.     Man    erhält,    wenn  (wie  unter  Ic) 


(27) 


(T-AEn 


El  =  (T-AEP 


ird 


(28) 


T«  =         Eo. 

Ti  =  A.Eo+         El, 

T2  =  A2.Eo  +  2A.Ei, 


Eo  und  El  können  in  die  Form 


(29) 

Eo  =  {XA,).{P,U)  +  {XA,).{P,U)^{XA,).{P,U), 
Ei=                            iXÄ,).iP,U) 

überg« 

jführt 

werden  (vgl.  Nr.  17),  so  daß 

(30) 

(XA)  {PU)  =  ^.iXU)-^  (XA,) . (Pg U) 

wird.     Die  Unbestimmtheit  der  Vektoren  Ak,  Pk  ist  gegeben   durch 
die  Gruppe 

Q.{A,-^kA^)  =At, 

6.A2  =  Ah 

6  .  ( —  jLl  ^1  -f  K  J.2  -[-  .4.3)     =--  A3, 
Q-K{P,+^P,)  =i>*, 

ö-i .  (—  APi  +  P2  +  /3P3)  =  PI, 

Ö-I.P3  =P3*. 

{q,6z^0,     ?,^^a  +  ß  =  0). 
Schließlich  ist  noch  übrig  der  triviale  Fall 


(31) 


III. 


(32) 


AE 


0, 


T  =  MXU), 


in  dem  alle  Potenzen  von  T  von  einer  einzigen,  T'^  =  E,  linear 
abhängig  sind.  Natürlich  muß  dann  A  von  Null  verschieden  sein, 
wenn  T  nicht  das  Koeffizientensystem  Null  haben,  also  nicht  nur 
der  Form  nach  existieren  soll. 


Besondere  Fälle. 
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Die  aufgezählten  Fälle  bilden  eine  vollständige 
Disjunktion.  Jede  der  aufgezählten  „Familien"  von  Formen 
F=  (^^)  (-P^)  umfaßt  unendlich  viele  Formen,  und  zwar  sind 
die  zugehörigen  Konstantenzahlen,  wie  man  leicht  ermittelt,  die  in 
der  folgenden  Tabelle  zuerst  angeführten  Zahlen: 


la 

Ib 

Ic 

IIa 

IIb 

III 

9 
3 

8 
2 

7 

1 

6 

5 
1 

1 
1 

In  der  zweiten  Zeile  dieser  Tafel  steht  die  Zahl  der  unab- 
hängigen absoluten  Invarianten  der  aufgezählten  Formen. 

Wie  in  dem  sogenannten  allgemeinen  Falle  la)  (dem  höchster 
Dimensionenzahl)  entscheidet  man  leicht  über  die  Äquivalenz  der 
angeführten  Formen  gegenüber  Transformationen  der  Gruppen  G,  P,  @. 
Namentlich  ist  für  Äquivalenz  zweier  bilinearer  Formen  {XÄ){FU) 
und  (XB)  (QU)  gegenüber  6r  notwendig  und  hinreichend  ihre  Zu- 
gehörigkeit zu  derselben  Familie  la)  ...  III,  verbunden  mit  Gleichheit 
der  entsprechenden  Invarianten. 


Eine  besonders  wichtige  Familie  linearer  Transformationen  vom 
Typus  X  bilden  die  periodischen,  die  also,  die  nach  wiederholter  An- 
wendung die  identische  Transformation  ((5)  hervorbringen.  Sie  alle 
lassen  sich  (auch  für  eine  unbestimmte  Stufenzahl)  leicht  aufzählen 
und  klassifizieren.  Wir  behandeln  kurz  den  einfachsten  Fall,  weil 
wir  es  mit  diesem  später  noch  zu  tun  haben  werden. 

In volutorisch  heißt  eine  lineare  Transformation,  die  von  der 
identischen  Transformation  verschieden  ist,  aber  bei  zweimaliger 
Anwendung  die  identische  Transformation  liefert.  Die  involutorischen 
linearen  Transformationen  eines  ternären  Gebietes  gehören  notwendig 
zu  bilinearen  Formen,'  deren  kubische  Kovariante  identisch  gleich 
Null  ist.  Damit  ist  unsere  Familie  I  bilinearer  Formen  ausgeschlossen, 
und  da  auch  die  Familien  II  b)  und  II C)  keine  involutorischen 
Transformationen  liefern,  so  gehören  diese  alle  zum  Typus  IIa), 
und  zwar  müssen  nach  Formel  (22)  die  Wurzeln  A,  M,  M  der 
charakteristischen  Gleichung  entweder  die  Werte  1,  —  1,  —  1  oder 
die  Werte  —  1 ,  1 ,  1  haben.  Die  involutorischen  linearen  Trans- 
formationen eines  Gebietes  dritter  Stufe  können  daher  erschöpfend 
als  eigentliche  und  uneigentliche  Transformationen  derart 
klassifiziert  werden,    je   nachdem    die  Transformationsdiskriminante 
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(Determinante)  den  Wert  1  oder  den  Wert  —  1  hat.  Jede  von 
beiden  Arten  bildet  eine  Klasse  untereinander  äquivalenter  Trans- 
formationen gegenüber  der  Gruppe  Gr.  Dagegen  gibt  es,  wie  man 
sofort  sieht,  in  der  Ebene  (der  projektiven  Geometrie)  nur  eine 
einzige  Klasse  involutorischer  Kollineationen,  die  äquivalent  sind 
gegenüber  der  Gruppe  &  aller  Kollineationen.  Entsprechend  ver- 
halten sich  die  bilinearen  Formen,  die  als  Symbole  der  involutorischen 
Transformationen  dienen. 

Da  beide  Klassen  spezieller  biiinearer  Formen  vom  Typus 
{XA)(PU)  oder  {XC){rU)  durch  einen  Vorzeichenwechsel  inein- 
ander übergehen,  so  können  sie  zusammen  behandelt  werden.  Wir 
lassen  im  folgenden  die  oberen  Vorzeichen  den  eigentlichen,  die 
unteren  den  uneigentlichen  Transformationen  oder  Formen  ent- 
sprechen. Für  beide  Klassen  ist  dann,  nach  der  Definition  unserer 
Transformationen. 


(33) 


und 


(34) 


J  =^  E,      T2 

—  E  = 

=  0; 

T 

=^H 

Es  ist  also,  da  ./ 

^  0, 

T=- 

T-\ 

T 

=  T 

T  = 

r, 

T 

=  T 

Ferner  ist  für  beide  Klassen, 

(SX)3 

=  0, 

{E  C7)3  : 

=  0. 

Weiter  hat  man 

T2-H 


0. 


[X,   TJ\. 


t/o    0,        e/a    


Ferner  sind,  wenn  P  einen  Vektor  erster  Schicht  und  A  einen  Vektor 
zweiter  Schicht  bezeichnet  und  {AP)  von  Null  verschieden  ist,  bei 
übrigens  völlig  beliebigen  J.  und  P  die  folgenden  bilinearen  Formen 
Symbole  kontragredienter  involutorischer  Transformationen  T,  T: 


(35) 


=  -f 


+ 


(X  G){rv)  =  {X  jD)  (z/  f)  = 

2  {XA) .(P  V)  —  (AP) .(XV) 

{ÄP) 
(Ur)  (C  Y)  =  {UJ){DY)  = 
2{UP).{AT)  —  {AP).{UY) 

{AP) 


und  zwar  kann  jede  Transformation  T  oder  T  im  wesentlichen  auf 
eine  Weise  so  dargestellt  werden.     „Im  wesentlichen"  heißt  natürlich, 


§  19.     Ternäre  bilineare  Formen  (X  Ä)  (B  Y). 
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(36) 


daß  proportionale  Änderungen  der  Koordinaten  von  A  oder  P  nicht 
in  Betracht  kommen.  Auf  einen  ausgeführten  Beweis  darf  wohl 
verzichtet  werden,  da  der  Leser  ihn  leicht  selbst  finden  wird. 

Aus  allem  Gesagten  folgt  noch,  daß  für  beide  Arten  involutorischer 
Transformationen 

|T+E|  =  o,      |T-fH|  =  0, 
|T-E|  =  o,      |T-H|  =  o 

ist.  Die  hier  angeführten  Formeln  (35)  und  (36)  werden  wir  später 
zu  verwenden  haben. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  und  ebenfalls  sehr  einfaches 
Ergebnis  ist: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß 
eineKollineation  {XC)(rU)  =  0  in  der  Ebene  perspektiv  ist, 
besteht  in  dem  identischen  Verschwinden  ihrer  kubischen 
Kovarianten.  Die  charakteristische  Gleichung  der  Form  (X  C)  (rU) 
hat  dann  mindestens  eine  Doppelwurzel,  und  zwar  tritt  der  Fall  der 
dreifachen  Wurzel  dann  ein,  wenn  es  sich  um  eine  sogenannte 
projektive  Schiebung  handelt. 

Die  Klassifikation  der  Formen  (X  A)  (P  U)  oder  (X  C)  (F  U),  zu  der 
wir  hier  gekommen  sind,  stimmt,  wie  es  zu  verlangen  ist,  überein  mit  der, 
die  aus  der  Theorie  der  Elementarteiler  abgeleitet  zu  werden  pflegt.  Wir 
verweisen  hier  insbesondere  auf  die  Einführung  in  die  höhere  Algebra  von 
M.  Böcher  (Deutsch  von  H.  Beck,  1910),  wo  die  einzelnen  Familien 
genau  so  bezeichnet  sind  wie  hier.  Man  findet  dort  (S.  313)  daneben  die 
sogenannte  Charakteristikenbezeichnung  derselben  Familien  zusammen- 
gestellt in  der  Tabelle 


I 

II 
III 


[111] 
[21] 
[3] 


[(11)1] 
[(21)] 


[(111)] 


§  19. 

Ternäre  bilineare  Formen  mit  kogredienten  Veränderlichen. 

Automorphe  Transformationen  quadratischer  Formen. 

Halten    wir   an   unserer  bisherigen   Annahme   «  =:  3   fest,   be- 
trachten wir  aber  nunmelir  eine  bilineare  Form  des  Typus 

F=  {XA){BY), 

oder  eine  Form  von  kontragredientem  Typus,   so  haben  wir  ein  von 

dem  vorigen  völlig  verschiedenes  Problem  vor  uns,  wenn  auch  hier 
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die  Frage  nach  einem  „vollständigen  Formensystem"  von  F  (nach 
Invarianten  des  Kernes  von  F  und  zweier  Vektoren  X  und  U  gegen- 
über der  Gruppe  G)  gestellt  werden  soll.  Unsere  nunmehrige  Auf- 
gabe aber  ist  einfacher  als  die  soeben  behandelte,  sie  läßt  sich  im 
Augenblick  erledigen.  Setzen  wir  nämlich  (i  Z)-  =  (J.  Z)  (J5  Z), 
also 

(i)  {XL){LY)^l{{XA){BY)^iXB)iÄY)}, 

und 

(2)  (QU)=-l{ÄBU), 
80  haben  wir  in  der  Formel 

(3)  (XA)iBY)  =  iXL)iLY)^{XQY) 

eine  invariante  Zerlegung  der  Form  F  vor  uns  (vgl.  S.  117),  der  zu- 
folge sogar  in  einem  System,  das  außer  dem  Kern  von  F  noch 
beliebig  viele  Vektoren  Xi  . . .  Xfi,  L\  ...  L\  umfaßt,  sich  ein  voll- 
ständiges und  kleinstes  System  ganzer  rationaler  Invarianten  sogleich 
hinschreiben  läßt.  Man  hat  nämlich  nur  den  genannten  Vektoren 
die  Kerne  der  beiden  Formen 

(Ql),  {LZf 
hinzuzufügen.  Da  die  erste  von  diesen  selbst  linear,  die  zweite  aber 
eine  quadratische  Form  ist,  so  ist  damit  die  vorgelegte  Aufgabe  auf 
eine  schon  erledigte  zurückgeführt  (S,  134  bis  140).  Namentlich 
wird  jede  ganze  rationale  Invariante  des  Kernes  von  F  und  der 
Vektoren  X  und  U  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Formen 


(4) 


Fragt  man,  wie  es  sachgemäß  ist,  nach  allseitig- homogenen 
Invarianten  und  Kovarianten,  so  muß  eine  ganze  rationale  Funktion 
der  Formen  (4),  wenn  sie  eine  Invariante  oder  Kovariante  der  Form 
F  sein  soll,  in  bezug  auf  die  Kerne  von  {LXY  und  {QU)  in  allen 
ihren  Gliedern  denselben  Gesamtgrad  aufweisen.    Zum  Beispiel  ist 

{XQ^){^U)-^J.{Xü) 
eine  allseitig-homogene  Kovariante  von  F^  wiewohl  sie  im  System 
der  Kerne  von  (OU)^,  (QU)  nicht  homogen  ist,  und  also  im 
System    allseitig-homogener   Invarianten    des   Kernes   von 
(0  Z7)2  und  der  Vektoren  Q,  X,  ü  nicht  vorkommt. 


iXU\     (QU), 

(Lxy, 

{XL){LQ){QU\     {LQy, 

(0  uy  =  - 

{LL'vy, 

{XQ0){^U), 

{OQxy, 

j=i{L0y  = 

\{LL'L'y. 
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Die  Beispiele  der  KaYariante  \  (A  Ä' U)  {B  B' V)  und  der  In- 
variante (Diski-iminante  von  F)  |  {ÄA'A"){BB'B")  mögen  zeigen, 
wie  man  aus  jPund  anderen  Formen  abgeleitete  Invariantenbildungen 
durch  solche  ersetzen  kann,  in  denen  die  Formen  (4)  und  einfache 
Derivate  von  ihnen  vorkommen. 

Man  erhält  der  Reihe  nach  die  Umformungen: 

(A  A!  U)  (BB'V)  =  (L  A'  U)  (L  B'  V)  +  {AL  Q  BV)  = 
=  (LA  U)  iLBV)-{A  Q)  {BUV)-{U  Q)  iABV)  = 
=  {{LL'U){LL'V)-{LQ){Ll]V)\~ 
-~iLQ){LUV)-^2.{UQ).{VQy, 

damit  hat  man  die  Formel 

l(UAA')iBB'V)  = 
'^''  ={Ü0){OV)^{UQ).(QV)^{LQ){LUV). 

Ebenso  ergibt  sich  schließlich 

(6)  ^  {A  A'  A")  {B  B  'B")  ^  J  ^  {L  Qf-. 

Es  kann  zweckmäßig  sein,  an  Stelle  der  Formen  (4)  andere  zu 
benutzen,  die  dasselbe  leisten,  was  auf  mannigfache  Art  ausführbar 
ist.  So  zeigen  die  Gleichungen  (5)  und  (6),  daß  man  an  Stelle  von 
i(X>Üy  und  -Jauch  1{AA'U){BB'U)  und  ^  {AA' A"){B B' B")  ein- 
führen kann. 

An  das  Formensystem  (4)  ließe  sich  nun  eine  Untersuchung 
knüpfen,  ähnlich  der,  die  wir  in  den  Paragraphen  16  bis  18  angestellt 
hatten,  und  deren  Ziel  die  Lösung  des  zur  Gruppe  G  gehörigen 
Aquivalenzproblems  für  Formen  des  Typus  (XA)  (BY)  sein  würde. 
Ich  wünsche  indessen  den  Leser  nicht  zu  ermüden  und  werde  daher 
die  angestellten  Betrachtungen  in  einer  anderen  Richtung  fortsetzen. 
Ks  soll  gezeigt  werden,  wie  man,  ausgehend  von  der  Zerlegung  (3) 
der  bilinearen  Form  F  in  eine  symmetrische  und  eine  alternierende 
bilineare  Form  unter  gewissen  Voraussetzungen  zu  einer  Darstellung 
aller  automorphen  linearen  Transformationen  einer  ternären  quadrati- 
schen Form  gelangen  kann.  Ein  Teil  der  hierzu  nötigen  Überlegungen 
ist  unabhängig  von  der  Stufenzahl  des  betrachteten  Gebietes;  daher 
lassen  wir  die  Annahme  w  ^  3  zunächst  wieder  fallen. 

Es  sei  also  die  Stufenzahl  n  bis  auf  weiteres  wieder  beliebig, 
und  es  soll,  wie  früher  (S.  126),  ein  Paar  kontragredienter  linearer 

Study,  Invarianten.  ^^ 
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Transformationen  T.  T  ^)  durch  ein  einziges  Zeichen  %  ^=  {T ,  T) 
zusammengefaßt  werden.     Man  hat  dann 

(S.  125,  126).  Ferner  sollen  auch  die  kontragredienteu  Transforma- 
tionen S,  2J,  deren  jede  beide  Schichten  von  Vektoren  vertauscht, 
durch  ein  gemeinsames  Zeichen  ©  =  (S,  2J)  zusammengefaßt 
werden  i),  so  daß 

s' =  i:-\    ss-^  =  2:-'£  =  E, 

^^^  Z'  =  S-\    EE-^  =  S-^  S  ^  H. 

Die  Bedingung   dafür,   daß  ®   bei  X  in  Ruhe   bleibt  (oder  um- 
gekehrt Z  bei  ©)  ist  dann 

(9)  (BZ  =  Z(B, 
das  heißt 

(10)  ST  =  TS,     ET  =  TE. 

(Nr.  18,  S.  126).  Eine  Transformation  S,  die  die  Bedingung 
(9)  erfüllt,  ist  nun  augenscheinlich  2^,  dargestellt  durch 
das  folgende  Paar  kontragredienter  Transformationen 

(11)  T  =  SE,     T  =  ES^). 

In  der  Tat  stehen  diese  beiden  Transformationen  in  der  unter  (7) 
angegebenen  Beziehung;  denn  es  ist 

r  =  E'S'  =  s-^E-\ 

also 

(T')-'  =  ES  =  T,  usw., 

während  die  Selbstverständlichkeit 

©-2  822  =  (S  oder  222  _  (g2(g 

durch  die  Formeln  übersetzt  wird 

S.ES=  SE.S,     E.SE  =  ES.E. 


1)  In  der  früher  (S.  125)  angewandten  deutlicheren  Bezeichnungsart  ist 

T  =  (XC)(rV),  J-i  =  (UDiCY), 
T-i  =  (XD)  (AV),  T  =  (CM)  (D  Y), 

und 

S  =  (XÄ)(BY),  2-^  =  (XB)(AY), 
S--^  =  (UQ)iPV),  2=  (UP)(QV). 

2)  Ausführlich: 

S2=  (XA)(BP){QV),      ZS  =  (UP)(QÄ)(BY). 
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Es  werde  nun  S  in  eine  symmetrische  Form  Sq  :^  |  (S  -}-  S), 
und  eine  alternierende  Form  Sj  =  |  (S  —  S')  zerlegt, 

(12)  S=So+Si,     S'=So-S,. 

Da  die  Zerlegung  invariant  ist,  nicht  nur  gegenüber  der  Gruppe  Gr, 
sondern  auch  noch  gegenüber  der  zugehörigen  erweiterten  Gruppe, 
die  auch  lineare  Transformationen  mit  Vertauschung  der  beiden 
Schichten  umfaßt,  so  folgt  nunmehr,  unter  der  Voraussetzung,  daß 
die  gemeinsame  Diskriminante  \S\  =  \S'\  von  S  und  S'  von  Null 
verschieden  ist.  also  unter  der  Voraussetzung 

(13)  {|So-}-S,|  =  |So-S,|}.^0, 

daß  die  (nach  Nr.  13)  der  Gruppe  J""  angehörige  Trans- 
formation (X — >  X.  T — >  Y),  deren  Symbol 

T  =  (So+Si)(So-Si)-i 
ist,  nicht  nur  die  bilineare  Form  So  +  Sj,  sondern  auch  ihre 
einzelnen  Bestandteile  Sq  und  S^  in  Ruhe  läßt. 

T  ist  also  eine  automorphe  lineare  Transformation  aller 
Formen  des  Büschels  k  Sq  -j-  ^  S^,  und  insbesondere  eine  automorphe 
Transformation  von  Sq;  und  zwar  ist  T  eine  eigentliche  automorphe 
Transformation  von  Sq,  wenn  als  „eigentlich"  eine  automorphe  Trans- 
formation von  der  Diskriminante  Eins  erklärt  wird.  Außerdem  folgt 
noch,  daß  die  zu  T  kontragrediente  Transformation,  die  zu  dem  Symbol 

T  =  (So-Si)-USo  +  S,) 
gehört,  die  auf  Seite  107  erklärte  Kovariante  von  Sq  und  also,  wenn 
I  So  1=^0   ist,   auch   die   zu   So   kontragrediente   Form  2Jo  in   Ruhe 
lassen  muß. 

Es  besteht  also  nicht  nur  die  Gleichung  ST  =:  TS  (Nr.  10), 
die  sich  auf  die  triviale  Identität 

(So  +  Si) .  (So  -  Si)-MSo  +  Sa)  =  (So  +  Si)  (So  -  Si)-^(So  +  S,) 

reduziert,  sondern  es  bestehen  auch  die  inhaltsreicheren  Gleichungen 

(14)  So  T  =  T  So,     Si  T  =  T  Si, 
deren  erste, 

So  (.So  -  S,)-^  (So  4-  S,)  =  (So  +  S,)  (So  -  Si)-i  So 
gleichbedeutend  ist  mit 

(15)  r-^SoT  =  So 

oder  mit  der  Gleichung 

(So  -  Si)  (So  -f  S,)-^ .  So .  (So  -  S,)-^  (So  +  Si)  =  So. 

14* 
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Diese  Formeln  kann  man,  beiläufig  bemerkt,  leicht  verifizieren, 
wenn  man  annimmt,  daß  außer  (13)  auch  die  Ungleichung  |  So  |  =^  0 
stattfindet.  Es  erweisen  sich  dann  nämlich  als  gleichbedeutend  mit 
der  Gleichung  (14),  der  Reihe  nach,  die  Gleichungen 

\E~S,  So-'\-HSo  +  Si)  =  (So  +  S,)\H-  So-'  S,\-\ 

(So  +  Si){H-So-^Si|  =  {E-S,So-']{So  +  S,), 

(So  4-  Si)  So-'S,  =  S,  So-H^'o  +  Si), 

{E+S,So~'\S,=  SJH  +  So-^Si}, 

S,  So-^Si  =  Si.So-^Sj, 

deren  letzte  eine  triviale  Identität  ist  ^). 

Es  erhebt  sich  nunmehr  die  Frage:  Läßt  sich  jede  eigentliche 
automorphe  lineare  Transformation  einer  symmetrischen  bilinearen 
Form  So  oder  (was  dasselbe  ist)  einer  quadratischen  Form,  auf  die 
gefundene  Art  darstellen?  Oder,  wenn  nicht,  unter  welchen  Be- 
dingungen ist  die  Darstellung  möglich?  Und  wie  wird  dann  eine 
so  darstellbare  Transformation  X,  d.  h.,  das  zugehörige  Formen- 
paar T,  T  in  die  Gestalt 


(16) 


gesetzt  werden  können? 

Um  hierauf  eine  Antwort  zu  finden,  wird  man  versuchen  müssen, 
die  Gleichungen  (16),  wenn  T  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  T 
gegeben  ist,  nach  Sj  aufzulösen.  Das  aber  ist,  wenn  überhaupt  aus- 
führbar, eine  leichte  Sache.  Unter  der  Annahme  (13),  also  unter 
der  Voraussetzung  der  Darstellbarkeit  von  T  und  T  durch  die  Formeln 
(16),  folgt  nämlich 

T(So-Si)=  So+Si, 

(So-Si)T  =  So+Si, 
oder 

{T-E)So  =  iT+E)S„ 

So(T-H)  =  S,(T+H); 


T 

== 

{So 

+  S\) 

{So 

-s,r\ 

T 

= 

(So 

-  s,)- 

'{So 

-f  S,) 

1)  Durch  Umkehrung  der  Reihenfolge  der  Rechnung  und  einen 
Grenzübergang  läßt  sich  das  Bestehen  der  Gleichungen  (14)  auch  allgemein 
begründen.  Aber  auf  eine  solche  Überlegung  würde  man  nicht  leicht  ver- 
fallen, wenn  man  die  Gleichungen  (14)  nicht  schon  kennte.  Diese  Art  der 
Beweisführung  wäre  also  ein  sogenannter  Mausefalleubeweis. 


quadratischer  Formen, 
folgt  also,  wenn  1 1'  -[-  £"]  z^  0  ist, 
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(17) 


Si 


T  —  E 


So, 


und,  wenn  |  T  -|-  H  |  =^  0  ist,  ebenso 
(18) 


(Vgl.  S.  123.)     Es  ist  nun  aber,  immer  unter  der  Annahme  (13) 

T+E=  (So  +  S,)(So  -  S,)-i  -^E  = 
=  |(So  +  Si)  +  (So-Si)j(So-Si)-i  =  2S,(So-S,)-\ 
T+H=  H  +  (So-SJ-MSo  +  S:)  = 
S,)-i  {  (So  -  S,)  +  (So  -h  Si)  1  =  2  (So  -  Si)-i  So, 


und  also 

(19) 

Wen 
der  alternierenden  Form  Sj,  wenn  überhaupt,  immer  zugleich. 

Aus  dem  Gesagten  kann  noch  geschlossen  werden,  daß  im  Falle  einer 
uneigentlichen  automorphen  Transformation  von  Sq  immer 

\T+E\  =  0,     |T+H1  =  0 


So  I  =^  0  ist,   so  existieren  mithin  beide  Darstellungen 


'1  =  0,     |T+H| 

ist.     Wäre  nämlich  z.  B.  \  T  -\-  1l\=^  0,  so  könnten  wir  eine  Form  Sj  durch 

die  Gleichung  (17)  erklären.    Zugleich  hätten  wir,  nach  (14),  Sg  =  1  Sq  T'. 
Diese  letzte  Gleichung  kann  nun  aber  auch  in  der  Form 

H 


h. 


=  0, 


s,  +s\  =  o 

geschrieben  werden,  woraus  wieder 

r  =  (So-hS,)(So-SO-S 

also  I  r|  =   1    folgt,    im  Widerspruch    zu    der    Annahme,    daß  T   eine    un- 
i'igentliche  Transformation  sein  sollte. 

Dem  Vorgetragenen  entnehmen  wir  den  Lehrsatz: 
I.     Ist  So  {  =  (XL){LY)}  eine  nicht-singuläre  symme- 
trische bilineare  Form  und  T  {=  {XC){rV)\  das  Symbol  einer 
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eigentlich-automorphen  Transformation  {X—^-X,  Y—>Y\ 
von  Sq,  so  kann  T  immer  dann,  und  nur  dann,  wenn 

\T  +  E\4zO 

ist,  mit  Hilfe  einer  geordneten  (und  übrigens  nicht  not- 
wendig von  Null  verschiedenen)  alternierenden  Form  Sj  in 
die  Gestalt 

r=(So  +  Si)(So-Si)-i 
übergeführt  werden,  und  zwar  auf  eine  einzige  Weise.     Es 
ist  dann  nämlich 

Umgekehrt  liefert  jede  geordnete  alternierende  Form 
Si  (mit  Einschluß  der  Null),  für  die 

{|So+S\|  =  |So-S,lJ:#0 

ist,  und  nur  eine  solche,  eine  Form  T,  die  als  Symbol  einer 
eigentlich-automorphen  Transformation  von  Sq  betrachtet 
werden  kann  i). 

Ist  nämlich  T  =^  {XC){rV)  und 

{xc)r=x,   iYC)r=Y, 

so  folgt 

iXL){LY)  =  (XL){LY), 
und  es  ist  überdies 

|r|  =  i. 

Es  ist  aber  durch  das  Vorhergehende  auch  schon  der  folgende 
inhaltsreichere  Satz  erwiesen,  der  der  Unterscheidung  zweier  Schichten 
von  Vektoren  Rechnung  trägt: 

II.      Es  seien 

So  =  {XL){LY),     E,  =  {UA){AV) 


1)  S  Frobenius,  Joum.  f.  Math.,  84,  37,  1878,  Lehrsätze  I  und  III. 
Der  hier  zugrunde  liegende  Gedanke  rührt,  soviel  ich  weiß,  von  Cayley 
her,  der  ihn  indessen  fehlerhaft  abgefaßt  hat.  Erst  Frobenius  hat  die 
Sache  in  Ordnung  gebracht.  Der  von  diesem  Autor  sehr  betonte  weitere 
Lehrsatz  jedoch,  daß  die  durch  |  T-(-iJj  ■=  o  ausgeschlossenen  eigentlichen 
Transformationen  Grenzfälle  von  solchen  sind,  für  die  \T -\-E\^  0  ist, 
scheint  mir  trivial  zu  sein.  Auch  wird,  nach  meinem  Dafürhalten,  die 
Frage  nach  einer  brauchbaren  Parameterdarstellung  der  automorphen  Trans- 
formationen T  durch  die  von  Frobenius  (in  §11  der  zitierten  Arbeit) 
angestellte  Untersuchung  ihrer  Beantwortung  nicht  näher  gebracht. 
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zwei  zueinander  kontragrediente  symmetrische  (und  also 
auch  reziproke)  Formen,  so  daß 

(a)  So  =  Sq,  2jo  =  ^0)  ^0-^0  ==^  -^'i  -^0  ^0  ^  '■• 

Es  sei  ferner  X  =  (T,  T)  ein  Paar  kontragredienter  eigent- 
lich-automorpher Transformationen  des  Formenpaars 
(So  =  (SqjZ'o),  entsprechend  den  Symbolen 

T  =  {XC){rV),     T  =  {U^)iDY), 
so  daß 

(b)  r  =  T-\     V  =  T-\     |T|=1  =  |T| 
und 

(c)  T-iSoT=So,     T-'2:,T  =  2J, 

ist,    und    daß    demnach    die    geordneten    Formen    T  und    T 
durch  ©0  gepaart  werden: 
(c*)  T=  ^oTSo,     T  =  SoT2;o. 

Entsprechende  Invarianten  (der  Gruppe  G)  von  T  und  T 
sind  dann  einander  gleich,  und  insbesondere  ist 

(d)  |r  +  i;|  =  |T  +  H|. 

Ist  nun  dieseinvariante  von  Null  verschieden,  so  lassen 
sich  zwei  ebenfalls  durch  ®o  {  nach  der  Regel 

(e)  ^1  =2:,s,i:o,   Si  =  s,2J,So} 

gepaarte  alternierende  Formen  i) 

c    ^T-E      _  .T-H 

^'-T+H^'-^'T+E 
finden,  deren  Invariante 

l^^l  =  \E±S,2:,\  =  \E±S,2,\  = 

ig) 


l^»i^  =  |H  +  2:,So|  =  |H  +  2:oS,| 


den  Wert 


\T  +  E\        |T  +  H 

hat  und  also  von  Null  verschieden  ist. 


^)  Siehe  die  Bemerkung  am  Ende  des  Lehrsatzes. 
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Mit  Hilfe  dieser  geordneten  Formen  Sj ,  2.\  lassen   sich 
dann  T  und  T  wie  folgt  ausdrücken: 


T  = 


(h) 


-£/  —  Si  ^0        E  —  So  -^1 

=  (2:o-2;,)-H^o  +  ^i). 
=  (2:o  +  2:o(2:o-2:,)-i 
=  H-f2:i  So  ^  H  +  2;o  s^ 

H  —  2^-^  0(j         H  —  ^Q  Ol 
=  (So  -  Si)-MSo  +  Si). 


Umgekelirt  kann  man  die  eine  oder  andere  der  Formen 
Sj ,  2^1  willkürlicli  annehmen,  so  jedoch,  daß  die  ent- 
sprechendeInvariante|So  +  Si|,  |^olt-^i|oichtverschwindet. 
Dadurch  sind  dann  T  und  T  so  bestimmt,  daß  alle  hier  auf- 
gezählten symbolischen  Gleichungen  erfüllt  werden. 

Wie  zuvor,  muß  zu  den  alternierenden  Formen  hier  auch  die 
Null  gerechnet  werden,  die  der  Annahme  %  =  Q,  d.  h.  T  =  E, 
T  =  H  entspricht. 

Zur  weiteren  Verdeutlichung  soll  schließlich  der  Satz  II  noch 
in  eine  andere  Form  gegossen  werden,  die  ebenfalls  Interesse  haben 
dürfte: 

ni.  Es  sei  X  =  (T,  T)  ein  Paar  kontragredienter  eigent- 
lich-automorph  er  Transformati  onen  des  Paare  sSq^  (Soj-^o) 
reziproker  symmmetrischer  Formen,  so  daß  dieBeziehungen 
(a),  (b),  (c)  bestehen,  und  außerdem  die  Invariante 

|r+2.'|=.|T4-Hl 

von  Null  verschieden  ist.  Es  mögen  ferner  durch  Z  den 
Vektoren  X  und  U  die  Vektoren  X  und  U  zugeordnet 
werden,  und  es  seien  überdies  X  und  U  so  gewählt,  daß  sie 
(und  also  auch  X  und  U)  einander  in  der  Transformation 
entsprechen,  die  zu  ©o  gehört.  Ist  dann  X*  das  arith- 
metische Mittel  derVektorenXundX,  Z7*das  arithmetische 
Mittel  von   U  und  U, 


(«) 


X*  = 


X-f  X 


U' 


u+u 


quadratischer  Formen. 
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so  sind  sämtliche  durch  die  folgende  Figur  dargestellten 
Zuordnungen  umkehrbar,  sie  sind  also  (lineare)  Trans- 
formationen: 


iß) 


Wie  die  benutzten  Zeichen  es  andeuten,  sind  dann 

Si  =  (T,,Ti),     Z^^iT^T,) 
Paare  kontragredienter  Transformationen,  und 

Sa,    ^ß,  Sß,    Z'u, 

werden  durch  die  Transformationen 
®o  =  (So,  ^o) 
gepaart.     Ferner  ist,  wie  die  Figur  es  ebenfalls  erkennen 
läßt, 

Z    =    2>u    =    I1Z2    =    ^2'-^^!    =    ^ß- 

oder  ausführlicher: 


(r) 


Sa  Uu  =  T,T,==  T2  T,  =  SßU^i, 

E,  S,  =  T2  Ti  =  Ti  T2  =  2^a  Sa. 


^)  Man  kann  übrigens   das  Schema  des  Textes  durch  ein   einfacheres, 
aber  auch  schon  vollkommen  deutliches  ersetzen: 

X  ^^       >   X*        ^'      ^   X 


(S.  Math.  Ann.  39,  508,  1891). 


/    t 


^ß 


■^1 
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Wird  dann 
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s.  =  ^4s. 


^1 


T  +  E     "        ~"  T  +  H 
T-H        _  y^  T-E 


gesetzt,  so  sind  Sj  und  2^^  zwei  durch  (£o  =  (So,  ^^'o)  gepaarte 
alternierende  Formen,  die  der  Einschränkung 


tSo±Sj_|^o±^i| 


So| 


l^ol 


^0 


unterliegen,    von    denen    aber  die    eine    sonst   be 
genommen  werden  darf. 

Von    den    Kernen     dieser    Formen    hängen 
folgenden    linearen    Transformationen    oder    ge 
bilinearen  Formen  linear  ab: 


liebig 

dann 
ordne 


die 
ten 


TV  =    E—S,Zo, 

T,=  E+S.Zo, 

s«-^  =  Zo-Z„ 

Z.=Zo+Z„ 

z-,'  =  So-S\, 

SV  =  So  +  S\, 

TV  =    H-Z,So, 

Ti=  H  +  Z,So. 

(f) 


Durch  Elimination  der  mittleren  Veränderlichen  in  den 
durch  die  Transformationen  oder  Formen  bewirkten  Zu- 
ordnungen entsteht  dann  das  Paar  kontragredienter 
Transformationen  X  =  (T,  T)  nach  dem  Schema 


X  ^  X*  -^  X, 
X  ^  U*  ^  X, 

U  ^  X*  -^  u, 
ü  -^  u*  -^  u. 


IT  =  T^T^], 
\T  =  S^ZVi, 
{T  =  Z.S.l 
{T=  T^T.f. 


Ist  die  Stufenzahl  n  ungerade,  so  liefern  die  aufgestellten 
Formeln  auch  eine  entsprechende  Darstellung  uneigentlich- 
automorpher  Transformationen  des  Paares  (Sq,  2^0)-  —  T  und  —  T 
sind  nämlich  dann  ein  Paar  solcher  Transformationen,  die  mit  T 
und  T  invariant  verbunden  sind.  Ist  dagegen  die  Stufenzahl  gerade, 
so  sind  — T  und  — T  wieder  eigentlich-automorphe  Transformationen 
von  (So,  Zq),  und  man  erhält  daher   noch   ein   zweites  System  von 


I 
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Formeln,  das  zur  Darstellung  eigentlicher  Transformationen  dienen 
kann,  das  nun  aber  unter  der  Voraussetzung 

\T  —  E\  z/r  0 
existiert.     Ist  zugleich 

(20)  \T^E\i^O,     \T—E\4zO 

(was  bei  geraden  Werten  von  n,  und  nur  bei  solchen,  möglich  ist), 
so  existieren  zwei  alternierende  Formen  Sg  ^^^  -^2)  ^^^  zu  — T 
und  —  T  in  derselben  Beziehung  stehen  wie  Sj  und  2J-^  zu  T  und  T, 
und  zwar  sind  dann  die  Diskriminanten  von  S^  und  2^^ ,  Sg  ^^^  ^i 
von  Null  verschieden.     Da  nunmehr 


c         2'  +  ^  T  +  H 

^'^^  ^   _T+H  T-E 

sein  soll,  so  findet  sich  nach  kurzer  Rechnung 

{■22)  S2  =  2JJ\     U^  =  ST\ 

Zum    Beispiel    befriedigt    dann    die    alternierende  Form   Sj  =^  ^^^ 
~  So  Sj^  So  =  Sq  2^2  ^0  die  Gleichung 

(So  +  S,)  (So  -  S,)-'  -f  (So  +  S,)  (So  -  Si)-i  =  0. 

In  der  Tat  erhält  man  als  gleichbedeutend  mit  dieser  letzten  Gleichung 
iler  Reihe  nach  die  Gleichungen 

{E  4-  So  2:2)  So.{{E-  So  2J2)  So}-'  -1- 
+  {E^  S, 2o)  So .  {{E -S,Uo)So}-'  =  0, 

iE  -^  S,i:,){E-  S0U2)-'  +  iE  +  S,2Jo)iE-  s,2:o)-'  =  0, 
iE-^S,i;2)iE-  Soi:^)-'  -f  (E-  S,2J,)-^E+S,2:o)  =  0, 
iE  -  S,2:o){E  +  s,!:^)  +  iE  +  S,  2:,)iE  -  802:^)  =  0, 
{£  -  Si  ^0  +  Si  ^2  —  ^1  +  {^  +  Si  2:0  —  Si  2:2  —  E\  =  0, 

und   dieses   ist    eine  Identität,    aus    der    dann    die    vorausgehenden 
Formeln  wieder  abgeleitet  werden  können. 

Läßt  man  die  Vektoren  X**  und   U**  in  derselben  Beziehung 
zu  —  T  und  —  T  stehen,  wie  X*  und  17*  zu  T  und  T,  so  ist  immer 

(23)  iU*X**)  =  0,     iU**  X*)  =  0. 
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Das  Vorgetragene  enthält  vor  allen  Dingen  die  Feststellung, 
daß  man  in  einem  sogenannten  allgemeinen  Fall,  der  durch  die  Un- 
gleichung 

|T  +  £|r^O 

genau  bezeichnet  ist,  den  Kern  von  T  (oder  T)  durch  -  —  un- 
abhängige Parameter  rational  darstellen  kann,  eben  durch  die 
Koeffizienten  der  alternierenden  Form  Sj  (oder  H^).  Wichtig  ist 
dabei,  daß  für  Formen  T,  die  von  E  hinreichend  wenig  verschieden 
sind,  die  Diskriminante  |  T -|- -E  |  sicher  von  Null  verschieden  aus- 
fällt. Dies  ergibt  sich  nämlich  daraus,  daß  für  T  =  E  die  Beziehung 
I  T-j-  E\  =  2^  besteht.  Cayleys  Darstellung  eigentlich-auto- 
morpher Transformationen  von  (Sq,  Z'o)  ist  also  brauch- 
bar zur  erschöpfenden  Darstellung  einer  Umgebung  der 
identischen  Transformation,  und  daher  auch  zur  Dar- 
stellung sogenannter  infinitesimaler  Transformationen. 
Wir  berühren  hiermit  einen  weiteren  wichtigen  Gegenstand,  der 
im  zweiten  Teil  dieses  Buches  zusammen  mit  den  Differential- 
gleichungen der  Invarianten  abgehandelt  werden  soll.  Bei  dieser 
Gelegenheit  sollen  dann  auch  die  speziellen  infinitesimalen  Trans- 
formationen zur  Sprache  kommen,  die  in  der  Hydrodynamik  eine 
gewisse  Rolle  spielen. 

§20. 

Fortsetzung: 

Automorphe  Transformationen  ternärer  quadratischer  Formen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitete  symbolische  Rechnung 
soll  nunmehr  im  Falle  «  =  3  in  dem  Sinne  weitergeführt  werden, 
daß  wir  die  Formen  T  und  T  mit  Hilfe  der  Formen  des  auf  S.  208, 
Nr.  4  aufgestellten  vollständigen  Formensystems  ausdrücken. 

Wir  setzen  also  nunmehr  n  ==  3,  und  dementsprechend  (§  19, 
Nr.  1.  2) 

S=  So  +  Si  =  {XL){LY)^{XQ^\ 
S'  =  So-S,  =  {XL){LT)-{XQY). 
Wir  erhalten  dann,  wenn  |  So  +  Sj  |  ==  \So  —  S^  |  nicht  Null  ist. 
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(§  19,  Nr.  5  und  6),  wobei,  wenn  auch  /  =^  0  ist,  und,  wie  früher, 
Z"o  =  {U  A){AY)  die  zu  Sq  kontragrediente  (und  zugleich  reziproke) 
Form  bedeutet, 

(o)  (r0)(0  n  =  J.{UA){AY) 

ist.  Wir  kennen  damit  natürlich  auch  schon  die  Form  (Sq  —  ^\)~'^ 
und  können  also  nunmehr  die  Formeln  T  und  T  berechnen  (Formel  h 
in  §  19). 

T=(So+SO(So-SO-i  = 
=  \J-\-{LQY\-K[{j-{LQf).{XV)^ 
+  2  .{XL){L  Q)  .{Q\^+  ^{xqQ){m% 

(4) 

T  =  (So-S,)-^(So  +  S,)  = 

=  [J-^{LQrrK[{j-{LQf).(rY)-V 
^  2{UQ).{Q  L)  (L  D  +  2  (r^)  {O  Q  Y)} 

Hiermit  ist  die  zunächst  gestellte  Aufgabe  schon  gelöst.  Es 
besteht  aber,  in  dem  besonderen  Falle,  mit  dem  wir  es  jetzt  zu  tun 
haben,  der  weitere  (für  n  >  .3  nicht  mehr  gültige)  Satz: 

Die  mit  Hilfe  alternierender  Formen  nicht  dar- 
stellbaren eigentlichen  Transformationen  (T,  T)  einer 
symmetrischen  nicht  singulären  Form  Sq  sind  sämtlich 
involutorisch,  und  sie  bilden  die  Gesamtheit  der  eigent- 
lichen involutorischen  Transformationen  von  Sq. 

Da  es  sich  nämlich  um  eigentliche  Transformationen  handelt, 
so  ist  I  T|  ^  1.  Ferner  ist  dann  — T,  da  n  ungerade,  eine  un- 
eigentliche Transformation,  und  also  ist  \T — E\  =  0  (S.  207). 
Drittens  ist  nach  Voraussetzung  |T-|--E|  =  0.  Da  n  =  3  sein 
soll,  so  kennen  wir  damit  die  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  von  T,  sie  haben  die  Werte 

1.      —1,     —1, 

womit  die  erste  unserer  Behauptungen  erwiesen  ist. 

Die  involutorischen,  eigentlich -automorphen  Transformationen 
von  So  lassen  sich  nun  leicht  unmittelbar  bestimmen.  Wir  haben 
dazu  nur  in  den  Formeln  (35),  S.  206  das  obere  Vorzeichen  zu 
wählen    und    die    dort    P  und  Ä    genannten   Vektoren    erster    und 
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zweiter  Schicht  in  die  Beziehung  von  Pol  und  Polare  in  bezug  auf 


und  erhalten 

T  = 
(5) 


Ä  =  (PL)L, 

iL  Py .  (X  V)  +  2  (X  X)  {L  P) .  (P  F) 

(LP)^ 
{LP)^.{UV)-\-2iUP).iPL){LT) 


{LPy 

Vergleichen  wir  jetzt  diese  Formeln  mit  den  zuvor  abgeleiteten, 
so  erkennen  wir,  daß  sie  zu  einem  inhaltsreicheren  Formelpaar 
zusammengefaßt  werden  können,  das  nunmehr  alle  eigentlich- 
automorphen  Transformationen   von   So   darstellt.      Wir  haben   nur 

(«)  iQU)='^ 

zu  setzen,  wo  nun  also 

(7)  P,:P,:P^:P, 

ein  System  von  vier  homogenen  Parametern  darstellt. 

Wir  wollen  zunächst  das  Ergebnis  dieser  Überlegung  unter  der 
vereinfachenden  Annahme  J"  =  1  anführen.  Wir  können  dann  die 
Form  (^  TJy  durch  die  Form  {A  Uy  ersetzen,  die  nun  ebenfalls  als 
die  gegebene  Grundform  betrachtet  werden  kann.  Wir  erhalten  ein 
Formelpaar ,  das  zwar  nicht  mehr  dem  ursprünglich  gegebenen 
Rationalitäts-  und  Integritätsbereich  angehört,  und  dessen  Struktur 
nur  noch  bei  Transformationen  der  Gruppe  F  erhalten  bleibt,  das 
aber  dafür  Sjonmetrieeigenschaften  aufweist,  die  den  Formeln  (4) 
und  (5)  fehlen,  und  das  übrigens  ja  diese  Formeln  sofort  zu  repro- 
duzieren erlaubt.  Eine  weitere  —  rein  formale  —  Vereinfachung 
erhalten  wir  noch,  wenn  wir  die  früher  (§  13)  erklärten  Zeichen  ein- 
führen, und  überdies  die  formale  Unterscheidung  von  Invarianten 
der  Typen 

(xir),   (ux),    {u\v), 

die  nun  wohl  ihren  Dienst  getan  hat,  nicht  mehr  mitschleppen,  sondern 
an  Stelle  des  ersten  und  dritten  dieser  Zeichen  die  noch  etwas  ein- 
facheren und  ebenso  deutlichen  Symbole 

(8)  {XY){={XL){LY)l     iUV){=iUJ)iJr)\ 
benutzen. 
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Wir  erhalten  dann  die  Gleichungen  i) 


\Po'+iPP)] 

.T=  \Po^-\-{pp)\.{xc)irv)  = 

=  [P.^^iPF)] 

.{XV)-\-2{XP).iPV)^2Po.{XPV)^ 

{Po'  +  (PP)\ 

.T=  {Po^  +  (PP)}.(rz/)(Dr)  = 

=  \P,,^-(PP)\ 

.(UY)  -{-  2{UP)  .(PY)  -\-  2  Po.{UP  Y), 

(9) 


in  denen  natürlich 

(10)  Po2  +  (PP)z^O 

anzunehmen  ist. 

Diese  Formeln  stellen  also  die  Gesamtheit  aller  auto- 
morphen linearen  Transformationen  der  zueinander 
kontragredienten  symmetrischen  Formen  (8)  dar,  und  sie 
l)ringen  außerdem  die  durch  eben  diese  Formen  vermittelte 
Symmetrie  zwischen  den  kontragredienten  Formen  T  und 
T  zu  vollkommenem  Ausdruck. 

Setzen  wir  erstens  wie  früher, 

(X C)r=  X,   (uzj) D  r=  u, 

>n  folgt  nach  kurzer  Rechnung 

ixx')  =  ixc)(rr'){C'x')  =  (xx'), 

und  ebenso 

(UU')  =  (U^)  (DD')  (Z/'  ü')  =  (UU'). 
Aber  diese  Formeln  brauchen  zweitens  gar  nicht  jede  für  sich  abgeleitet 
zu  werden,  sondern  die  eine  folgt  aus  der  anderen,  einfach  dadurch, 
daß  man  in  Nr.  (9)  zugleich  die  Zeichen  X  und  U,  V  und  Y  ver- 
tauscht. Und  man  kann  drittens  auch  nur  T'und  1' oder  U  und  X 
vertauschen,  und  hat  dann  schon  die  („korrelativen")  linearen  Trans- 
formationen von  der  Determinante  Eins  hergestellt,  die  aus  den 
Formen  (XX'),  {UU')  die  Formen  {U  U'),  (XX')  hervorgehen  lassen. 
I>iese  zweite  Formelgruppe  hat  also,  in  unserer  Bezeichnung, 
ifeuau  dieselbe  Struktur  wie  die  erste. 

Die  einzelnen  Bestandteile  der  Ausdrücke  (9)  lassen  sich  leicht 
mit  Hilfe  der  Symbole  T,  T  darstellen.     Ist  nämlich,  wie  früher,  R 


^)  In  der  Hauptsache  findet  sich  dieses  Ergebnis  schon  in  der  Koor- 
dinatengeometrie von  H.  Beck  (1,  264,  278,  1919).  Doch  läßt  die  dort 
gegebene  Herleitung  wie  auch  die  Formulierung  selbst  noch  einiges  zu 
wünschen  übrig.  Siehe  den  weiteren  Text.  (Überflüssig  ist  der  von  Beck 
mit  a  bezeichnete  Parameter). 
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die  lineare  Invariante   von   T   oder  T,   R  =  (CjT)  ^  {zl  D), 
ergibt  sich 

(11)  R 


BPo'-{PP) 


Po'  +  {PP) 

Die  charakteristische  Funktion  von  T  oder  T  ist 
(12)  A^  —  RA^^RA—  1  ^  {A  —  \)  [A^  -  {R  ~  l)  A  ^  \]. 

Daher  ist 

T3  —  jR  T2 -f  i?  Ti  —  r"  =  0 


(r4-i;)3_(7j-f  3)(t  +  .e;)2  + 

4-(3  7?+3)(r-|-i;)i  — 2(i?+  l)(T-h  J5)o  =  0, 


oder 

also 

(13)  ,^    ,    ~,         -v^-   ,    —      p^._^(pp) 

Ist  dieser  Ausdruck  qt:  0,  also  die  Transformation  nicht  involutorisch, 
so  erhält  man 


\T^E\  =  2(J^+1)  = 


P^' 


R  —  1 


'E  = 


Po'-(PP) 


(X  V), 


(14) 


(i? 


Po2  +  (PP) 
l)E-\-T-^         2(XP).(PF) 


JÜ+  1   T 


Po2  +  (PP)  ' 
=  2i^o-(^i^F) 

"    Po2+(PP)' 


2        T  +  i;  2 

was  die  gesuchten  Ausdrücke  sind. .    Man  entnimmt  daraus  auch  im 
involutorischen  Falle  {R  ^  —  1)  die  Verhältnisgrößen  P^. 

Die  zweite  und  die  dritte  Formel  unter  (14)  lassen  sich,  nach 
den  früher  entwickelten  Regeln,  auch  so  schreiben: 

T  —  iR—l)E-\-T-''_        iXP).{PV) 


(15) 


(16) 


R 


E 


So 


T  +  E 
Q  T-H 


So 


i?  +  1 

T  — T- 

R-{-  1 


{PP) 


(XPY) 


Der  letzten  Formel  entnimmt  man,  wenn  R^ —  1,  unmittelbar 
den  Quotienten  (U Q)  =  Po~'^.{UP). 

Die  einfache  Struktur  der  Ausdrücke  für  die  auto- 
morphen Transformationen  (T,  T)  der  betrachteten  symme- 
trischen oder  quadratischen  Formen  kommt  allgemein  nur 
der  vorgeführten  Gestaltung  zu,  deren  Wesen  darin  besteht, 
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daß  T  und  T  aus  Invarianten  der  Gruppe  F  zusammen- 
gesetzt werden.  Wenn  man  das  Koordinatensystem  spe- 
zialisiert, und  dann  mit  explizite  geschriebeneuKoordinaten 
rechnet,  so  werden  die  angeführten  Symmetrieeigenschaften 
iu  der  Regel  verdeckt.  Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  dies 
dadurch  zu  erläutern,  daß  wir  neben  die  Formeln  (9)  in  zwei  ohne- 
hin wichtigen  Fällen  ausgerechnete  Formeln  stellen.  Wir  wollen 
annehmen,  es  seien  die  zwei  Formenpaare 

S,  =  {XY)  =  X,Y,±X^Y^±X,Y,, 
'^^^  ^0  =  (U  V)  =  U,  V,  ±  U,  V,  ±  U,  V, 

voi'gelegt,  wobei  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Vorzeichen 
(jeltung  haben.     Es  wird  dann 

(xp)  =  x,A  +  X2P2+X3P3.  {p  y)  =  Pi  Vi  +  ^2^2  +  PsVs, 

{XPV)  = 
=  (X2P3  -  ^^3  ^2)  Vi  +  ( A':,  A  -  X,  P3)  V2  ±  (A'i  P2  —  X,  P,)  F3, 
aber 
(UP)  =  U,P,  +  U^P,^U,P,,  {PY)  =  P,Y,±P^Y^±P,Y^, 
(UPY)  = 
=  +  {U,P,  -  U,  P,)  Y,±{Us  PiTUiPs)  Y,  +  {U,P,^  L\P,)  Yg, 
so  daß   also   bei  Annahme  der  unteren  Vorzeichen   (im  Falle   reeller 
indefiniter    quadratischer    Formen)    die    hervorgehobene    Symmetrie 
bereits  unkenntlich  wird. 

Substituiert  man  die  angegebenen  Werte,  so  erhält  man  als 
Ausdruck  der  Transformation  T  oder  {XG)  F  =^  X  Gleichungen 
der  Form  1) 

Sfc:  X,  +  (5t2  X,  +  2,3  X3  =  Soo  Xfe     (Ä;  =  1,  2,  3), 
wo 

^oo  =  P^+Pi^±Pi^±Pz\ 

^11  =  p,^^  P,^--^P^^J^P,\ 

(522   =    Po"  -  Pl^  +  P2^  +  ^3^ 

(18)  ^ss  =  Po'~Pi'TP2'±Ps', 

S23    =    2(+P2P3+PoPi),       ($32=    2(±P2P3  +  PoPi), 
(S3X   =   2(        P,P,^    P,P,),       (1,,   =   2{±P,P,-P,P,), 

^12  =  2(+Pi  P,  +  Po  P3),     e^i  =  2  (     P,  P,  q-  Po  P3), 

^)  Die  Beziehung  der  hier  angewendeten  Bezeichnung  zu  der  früher 
(S.  111,  112)  gebrauchten  ist  also  gegeben  durch 

2)fct 


Study,  Invarianten. 
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3)oo  Uj,     {k  =  1,  2,  3), 
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und     als     Ausdruck     der    Transformation    T     oder     (U  zi)  D  =  U 
Gleichungen  der  Form 

wo  1)ii  =  ^ii   und 

(19)   ®3i  =2(+P3i'i  +  ni^o), 

T),2  =  2(     P,P,-^_PoPs), 

Im  Falle   der  oberen  Vorzeichen   ist 
man  hat   vor  sich  die  Ausdrücke  Eulers 


2)32 
2)l3 
3^21 


=    2(±P2P3   +   -Po^l). 

=  2(     P,P,^P,P,), 

=    2(4-PiP2-PoP3)- 

allgemein  3),fc  =  (ia-)  und 
für  die  Koeffizienten  einer 
eigentlichen  ternären  orthogonalen  Transformation. 

Mit  Hilfe   der  Parameter  Pq  :  P^  :  Pg  :  Pg   lassen    sich   nun 

auch     zwei     der    Transf orniationenpaare    (T,  T)     zu     einem 

dritten  zusammensetzen,   und  zwar  immer  auf  formal -gleiche 

Weise  für  alle  Paare  kontragredienter  Formen 

S,  =  {XY),     i:,  =  {UY). 

Dies  wird  nämlich  geleistet  durch  die  Gleichungen 


(20) 

PoPÖ  —  iPP')  =  Po 

Po(P'r)+Po(Pr)  +  rpp'r)  =  iP'ui 

denen 

zu 

folge 

(21) 

{Po2  +   (PP)}-|P;2+(P'P'jl    =   Po2  +  (P"P") 

wird.  Hier  bedeuten  die  Zeichen  P^  (k  =  0,  1,  2,  3)  die  Parameter 
der  zuerst  auszuführenden  Transformation  {T^,  Ti),  Pü  sind  die  Para- 
meter der  Transformationen  eines  zweiten  Paares  (Tg,  Tg),  und 
schließlich  sind  P^'  die  Parameter  der  zusammengesetzten  Trans- 
formationen (Tg,  Tg)  =  (Ti  T2,  Ti  Tg). 

Man  gelaugt  zu  den  Formeln  (20)  am  bequemsten,  wenn  man 
von  den  bekannten  Quaternionenformeln  für  die  Zusammensetzung 
von  zwei  eigentlichen  ternären  orthogonalen  Transformationen  aus- 
geht, die  hier  unter  (21)  angeführt  werden  (entsprechend  den  oberen 
Vorzeichen): 

Po  Pö  —  Pi  Pi   -f  Pg  Pg  -f  Pg  Pg    =    Pö', 

Po  P{  +  J\  K  +  P2  P3  -  P3  P2  =  P{'., 

PoPi^P,P's  +  P.2n±PzP{=Pl 
PoPs  ±  P,P'2  +  P.P'l  +  Pz  Pi   =--    PI 


temärer  quadratischer  Formen.  227 

Offenbar  lassen  sich  diese  Formeln  zu  den  Formeln  (20)  zu- 
sammenfassen. Da  aber  diese  Formeln  (20)  nur  noch  Invarianten 
( solche  der  Gruppe  P)  verbinden,  so  müssen  sie  unter  der  Voraus- 
setzung I  T  I  :=:  1  allgemein  gelten,  was  man  natürlich  auch,  von  den 
Formeln  (20)  selbst  ausgehend,  durch  eine  besondere  Rechnung  fest- 
stellen kann.  Wählen  wir  also  z.B.  in  den  Formeln  (17)  die  unteren 
Vorzeichen  [was  die  Wahl  der  unteren  Zeichen  in  (18)  und  (19)  nach 
sich  zieht],  so  haben  wir  damit  schon  die  Zusammensetzung  eigent- 
lich-automorpher Transformationen  der  Formen 

So  =  Xi  Y,  -  X,  Y,  -  Xs  Ys,     2Jo=  U,  V,  -  Tl,  V,  -  U,  V, 

i^eleistet:   Es  ergeben  sich,    aus  (20),  nunmehr  die  Formeln  (22)  mit 
dem  System  der  unteren  Vorzeichen. 

Wenden  wir  Jetzt  die  in  §  16  und  §  17  entwickelte  Theorie  auf 
den  vorliegenden  Fall  an,  so  erhält  sie  eine  besondere  Gestalt,  was 
darin  begründet  ist,  daß  nunmehr  die  charakteristische  Funktion  von 
i*',  T  oder  T  im  arithmetischen  Sinne  reduzibel  wird  (Nr.  12).  Wir 
betrachten  der  Kürze  halber  nur  den  Fall  (PP)  ^  0,  und  wollen 
außerdem  zunächst  annehmen,  daß  auch  noch  Pq  zp:  0  ist.  Wir 
finden  dann: 


Po-i-iPP)  Po  +  ]/-{PP) 


Po^+(PP) 


(25) 


El 


iPo2-h(PP)}2      ' 
^{XP).{PU) 

(PP)    ' 


,  ^    ^  -iXP\PU)-]l~iPP).{XPU) 

2  2(PP) 

^    ^  -{XP\PU)-^\'-{PP).{XPU) 
'  2(PP) 

^g-^y  ^  _qPo-{PX).{PX\PX) 


(27) 


(zuy 


{Po2  +  (PP)|2 

Po.iPU).iPU\Pü) 

{Po2  +  (PP)}2 

15' 
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Um  diese  Formeln  richtig  aufzufassen,  wolle  man  beachten,  daß 
sich  in  den  Ausdrücken  für  E2  und  E3  aus  Zählern  und  Nennern 
ein  Faktor  Pq  weggehoben  hat.  Die  so  gekürzten  Ausdrücke  E2 
und  E3  hängen,  wie  auch  schon  E],  gar  nicht  von  P,,  ab.  Das  erklärt 
es,  daß  sie  auch  im  involutorischen  Grenzfall,  der  der  Annahme 
A^  =  ^3  ^=  —  1  entspricht,  völlig  bestimmt  bleiben.  Von  den  drei 
singulären  Formen  E^,  E2,  E3  ist  die  erste,  die  hier  rational-bestimmt 
ist,  schon  als  Produkt  linearer  Formen  dargestellt,  den  beiden  anderen 
ist  ihre  Zerlegbarkeit  in  lineare  Faktoren  nicht  anzusehen.  Indessen 
läßt  sich  auch  ihre  Zerlegung,  die  natürlich  nicht  willkürfrei  sein 
kann,  mühelos  ausführen. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zweck  einen  Vektor  Q  so  an,  daß 
(^  ^)  z^  0  und  (P  ^)  =  0  ausfällt,   im   übrigen   aber   beliebig.     In 

dem  durch   die  Vektoren   Q  und  P  Q   bestimmten   Büschel    linearer 
Formen  (P* /?)  =^  {P  Q  Z) -\-  Q.{QZ)   suchen  wir   uns   sodann   zwei 
linear-unabhängige  heraus,  die  der  Forderung  {P^,  P^)  =  0  genügen. 
Zwei  solche  sind 


(29) 


iP^Z)  =  {PQZ)+  V-(PP).(gZ), 
(P3Z):=  {PQZ)~)/-{PP).iQZ). 

Mit  ihrer  Hilfe  lassen  sich  dann  die  singulären  Formen  Ej,  Eg, 
E3  so  als  Produkte  schreiben: 

^  iXP,Ps).{P,PsU)  ^  (XP,  Ps).iPsP,U) 
(P2P3IP2P3)  4.(PP)a.(§(2)2    ' 

_^  {XP,).{P,U)  ^  iXP,).{P,U) 

{P,P,)  2.{PP).{QQy 

^  iXP,h(P^  U)  ^  {XP,).(P,U) 

'  (PsP^)  2.{PP).{QQ)' 

Durch  die  dargelegten  Entwicklungen  ist  die  kleine  Theorie  der 
„Drehungen"  um  einen  festen  Punkt  des  gewöhnlichen  Euklidischen 
Raumes  auf  eine  den  Forderungen  der  Invariantentheorie  ent- 
sprechende Basis  gestellt:  Sie  ist  derart  verallgemeinert,  daß  an 
Stelle  der  quadratischen  Form  Xj-  -|-  X^^  -^  X^,"^  irgend  eine  nicht- 
siuguläre  quadratische  Form  {XX)  tritt. 

Bezeichnen  wir  jetzt  als  (eigentlichen)  Punkt  irgend  ein  Multi- 
plum  des  Vektors  X  (s.  S.  55),  so  stellt  die  Gleichung  {XX)  =  0 
einen  vom  Punkte  {0,  0,  Oj  ausgehenden  irreduzibelen  Kegel  zweiten 
Grades   dar,    der   bei    den    betrachteten   Transformationen   in  Ruhe 
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bleibt.  Diese  selbst  aber  können  sinnvoll  Drehungen  genannt 
werden:  Bei  fast  jeder  von  ihnen  bleiben  alle  (oo2)  Punkte  einer 
durch  den  Punkt  {0,  0,  0}  —  das  Drehungszentrum  —  gehenden 
bestimmten  Geraden,  der  zugehörigen  Drehungsachse,  in  Ruhe  — 
alle  Punkte  nämlich,  deren  Kartesische  Koordinaten  die  Form 
{d Pi,  01*2,  d  Pz\  haben.  (Eine  evidente  Ausnahme  bildet  nur  die 
identische  Transformation.) 

Außer  dieser  dem  Vektor  P  entsprechenden  Geraden  bleiben  bei 
den  nicht  identischen  automorphen  eigentlichen  Transformationen 
von  (XX)  noch  zwei  weitere  Geraden  in  Ruhe,  diese  aber  nicht 
punktweise;  sie  gehören  zu  den  Vektoren  P^  und  Pg  und  liegen  auf 
dem  genannten  Kegel  in  der  Polarebene  von  P. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  der  in  §  3  aufgestellten  Formeln  für 
den  Winkel  ®x  von  zwei  zu  dem  Vektor  P  senkrechten  orientierten 
Vektoren, 

VX  X  \'y  Y  \'P  P  yx  X  V  YY  KP  Y)  =  Ol 

so  gelangen  wir  zum  Ausdruck  einer  mit  der  betrachteten  Trans- 
formation invariant -verbundenen  Winkelgröße,  die  als  Winkel  der 
ausgeführten  Drehung  zu  bezeichnen  ist,  und  im  Falle  (XX)  =  Xj^ 
-|-  Xg'^  4"  Xg^  in  die  bereits  in  Elementarbüchern  als  Drehungs- 
winkel bezeichnete  transzendente  Funktion  übergeht.  Wir  haben 
dazu  nur  nötig,  den  Vektor  Y  mit  dem  transformierten  Vektor  X 
zu  identifizieren,  und  —  was  zulässig  ist  —  zu  erklären,  daß 
yx  X  =  \X  X  sein  soll.  Bezeichnen  wir  dann  den  zu  suchenden 
Winkel  —  also  den  „Winkel  der  Drehung"  (T,  T)  —  mit  2 -^ 
(an  Stelle  des  0  der  vorigen  Formel),  so  finden  wir 

(XX)  {xc)(rx) 


und  also 


cos2d- 
sin  2  i> 

cos  2 1> 


]/Yxixx         ~     (XX) 

(PXX)  _  (X  C)  {TP  X) 

yppyxx yxx  ~  ypp.(xx) ' 

B~l  _  Ppg— (PP) 
2        ~Po-2-f(PP) 


(30)  ctg&  =  -   ,1^^ 

]/PP 
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Neben  der  Winkelgröße  d",  oder  (unter  Umständen  zweckmäßig) 
au  ihrer  Statt  kauu  man  auch  eine  andere  benutzen,  die  aus  ihr 
durch  die  Substitution  d'  :^  id^*  hervorgeht.  Setzen  wir  gleichzeitig 
ypp  =  i  y-(PP),  yXX  =  i  V-(XX)  usw.,  so  erhalten  wir 


(31)  I  dgh^*  =  ^" 


V-(PP) 


Es  besteht  dann  der  Satz,  daß  bei  Drehungen  um  dieselbe 
(orientierte)  Achse  (P)  die  Winkelgrößen  2-9',  2  0-*  sich  nach  be- 
kannter Regel  addieren: 

(32)  »  -\-^'  =  »"  (mod.  71),     9*  +  ^*'  =  ,J*"  (mod.  i  7t). 
Alles  dies  gilt  für   das   komplexe  Gebiet  und   beliebige  Formen 

{X  X)  von  der  Determinante  Eins.  Handelt  es  sich  aber  um 
reelle  Formen,  so  wird  man  einen  Unterschied  machen  zwischen 
dem  definiten  und  dem  indefiniten  Fall.  Es  genügt  dann,  bei  der 
ersten  Annahme  vorauszusetzen,  daß  (X  X)  unter  Verwendung  reeller 
Koordinaten  in  die  Form  Xi^ -^  X2^ -\- X^^  übergeführt  werden 
kann,  daß  {XX)  also  positiv-def init  ist,  bei  der  zweiten,  daß 
(X  X)  ebenso  in  die  Form  Xi'^  —  Xg^  —  Xg^  gesetzt  werden  kann. 
Im  indefiniten  Fall  wird  dann  durch  den  Kegel  (XX)  ^  0  die 
Menge  der  Vektoren  X  in  ein  „zugängliches  Gebiet"  (XX)  >  0 
und  ein  „unzugängliches  Gebiet"  (X  X)  <  0  zerlegt,  und  es  gibt 
demnach  dann  schon  im  Reellen  drei  verschiedene  Arten  von 
Drehungsachsen  (P),  die  durch  die  Beziehungen 

(33)  (PP)>0,     (PP)  =  0,     (PP)<0 

gekennzeichnet  sind.  Bei  Beschränkung  auf  reelle  Figuren  kann 
man  dann  etwa  zwischen  „eigentlichen  Drehungen"  {(PP)>0}, 
„Grenzdrehungen"  {{P P)  =  0|,  und  „uneigentlichen  Dre- 
hungen" {(PP)<0|  unterscheiden;  nur  die  identische  Trans- 
formation gehört  allen  drei  Familien  zugleich  an.  Für  die  Drehungen 
der  ersten  und  zweiten  Art  ist  dann  ■9",  für  die  der  zweiten  und  dritten 
Art  -9"*  reeller  Werte  fähig.  Bei  den  hier  sonst  nicht  weiter  be- 
trachteten Grenzdrehungen  bleibt  nur  die  Drehungsachse  in  Ruhe, 
und  zwar  punktweise. 

Die  besprochenen  „Drehungen"  fallen  unter  einen  umfassenderen  Be- 
griff, den  ich  in  der  Euklidischen  wie  in  der  Nicht -Euklidischen  Geometrie, 
als  Bewegung  bezeichne;  entsprechend  fallen  die  uneigentlich-automorphen 
Transformationen  { — T,  — T}  unserer  quadratischen  Formen  (XX)  unter 
den  Begriff    der    „Umlegung".     Im   vorliegenden   Falle   sind   ihre  Eigen- 
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Schäften    (besonders    ihre  Kennzeichnung   als  „Drehspiegelungen")   aus  dem 
Vorgetragenen  ohne  weiteres  abzulesen. 

Da  man  (bekanntlich)  die  Quaternionentheorie  aus  der  Theorie  der 
automorphen  Transformationen  der  ternären  Form  X^^  -\-  A'g^  -|-  ^3^  ab- 
leiten kann,  so  ist  durch  das  Vorgetragene  auch  für  die  Quatei-nionentheorie 
eine  Basis  geschaffen,  die  von  der  besonderen  Gestalt  der  Form  (X  X)  unab- 
hängig ist.  An  Stelle  der  Norm  Pq^ -{- P^^ -{- P^^ -{- P^^  einer  Quaternion 
tritt  dann  der  Ausdruck  Pq^ -\- (^P  P).  Dieser  aber  ist  selbst  noch  eine 
stark  spezialisierte  quaternäre  quadratische  Form.  Im  zweiten  Teil  dieses 
Buches  soll  gezeigt  werden,  daß  man  auch  diese  Beschränkung  noch  auf- 
heben kann. 

§21. 
Grenzfall:  Bewegungen  und  Umlegungen  in  der  Euklidischen  Ebene. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Theorie  läßt  sich  aus- 
dehnen auf  die  eigentlich -automorphen  Transformationen  einer 
ternären  symmetrischen  biliuearen  oder  quadratischen  Form  vom 
Range  2,  also  einer  solchen,  deren  Invariante  Null,  deren 
quadratische  Kovariante  aber  nicht  identisch  gleich  Null 
(und  dann  also  das  Quadrat  einer  linearen  Form)  ist.  Wegen 
der  geometrischen  Anwendungen  wollen  wir  annehmen,  daß  die 
quadratische  Form  Vektoren  zweiter  Schicht  als  Veränderliche  ent- 
hält. Sie  soll  nach  wie  vor  (A  U)^  heißen,  die  genannte  lineare  Form 
wollen  wir  (ü  X)  nennen,  so  daß 

(1)  l{AJ'X)^  =  {SlXr- 
und 

(2)  {SlJ){UJ)  =  0      {U\ 

wird. 

Man  sieht  sofort,  daß  man  statt  eines  Kontinuums  eigentlich- 
(oder  uneigentlich-)  automorpher  Transformationen  von  (A  U)^  jetzt 
deren  zwei  erhalten  muß;  denn  aus  (U A)^  =  {U AY  folgt  nur 
(ß  X)2  =  (ü  XY,  d.  h.  es  bestehen  die  beiden  Möglichkeiten 


(3  a)  {^X)=  (ßX), 


(3  b) 


(ß  X)  =  (£1 X), 


die  wir  zunächst  als  (eigentliche,  uneigentliche)  positiv-automorphe 
und  negativ-automorphe  Transformationen  von  {UA){VA) 
unterscheiden  wollen. 

Eigentliche  Transformationen  beider  Arten,  ja  sogar  alle,  wie 
wir  sehen  werden ,  entstehen  nun  aus  den  in  §  20  untersuchten 
Transformationen  T,  T  durch  einen  Grenzübergang.     Da  bei  diesem 
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die  Reziprozität  von  (XX)  und  (UU)  zerstört  wird,  so  heben  wir 
die  angeführte  Vereinfachung  nun  wieder  auf.  Dies  geschieht,  wenn 
jetzt  auch  im  Falle  |  vi/  |  z^  0  das  Zeichen  Sl  gebraucht  wird,  durch 
die  Substitutionen 

Schreiben  wir  dann  für  P^  schließlich  wieder  P,  so  erhalten  wir 
die  folgenden  Formeln,  die  sich  von  den  bisher  benutzten  nur  wenig 
unterscheiden: 


(5  a) 


{Po'  +  (ßp)2}  •  T  =  {Po^  -f  (i^  p)2}  .(X  C}(r  V) 

=  I  Po^  —  (ß  P)2}  •  (X  F)  -f  2  (X  Si)  (ß  P) .  (P  V)  4- 
+  2Po.(XP^)(^F), 

{Po2  +  (i^P)2}.T  =  {Fo^^{SlP)^r{UA){DY) 
=  {Po^-(SlPri-{UY)-^2{UP).{P.Q){SlT)  + 

i-2Po.{UA)iJPY). 


Eine  zweite  etwas  abweichend  gebaute  Formelgruppe  erhalten  wir, 
wenn  wir  statt  des  Vektors  erster  Schicht  P  einen  Vektor  zweiter 
Schicht  A  einführen,  der  mit  ihm  durch  die  Gleichungen 

(*)     P  =\A\-'i2.(AA)A,     A=  \A\'!2.{P£i)Sl 
verbunden  ist.     Setzen  wir  dann  noch 

(*)  Po  =  \A\'h-.Ao, 

so  entstehen  die  Gleichungen 


(5  b) 


in  denen  an  Stelle  der  Parameter 

Po  ■  Pi :  P2  :  P3 
die  Parameter 

getreten  sind.     Beide  Formelpaare  stellen  auf  Grund  des  Zusammen- 
hanges (*)   dasselbe   Paar    kontragredienter  Transformationen   T,   T 


[Ao^ 
=  {Ao' 

1^ 
1^ 

\A 

-^{AAY\.T  =  \AoK\A\^{AAf].{XC){rv) 
-{AAf\.{Xy)-\-2{XA).{AA){AV)^ 

-f  2^.(xß)(5^^F), 

+  {AA)^].J=\Ao^.A\+{AAY].{UA){DY) 
-{AAy].{UY)^2{UA){AA).{AY)  + 
-h  2Ao.{UAU){^Y), 
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dar.  An  Stelle  des  einen  Systems  (Nr.  20,  §  20)  bilinearer  Gleichungen 
aber  erhalten  wir  jetzt  deren  acht,  von  denen  vier  die  folgenden 
sindi): 


Ci) 


Po .  (P'  U)  +  Po.  {P  U)  +  {PP'A){A  U) 

=  iP"  U); 

^0 

A\.Ao.Ao  —  {AA)(AÄ')  =  Po, 
.  (Ä'A)  {A  V)  -f  Ä,.{AA)  {A  ü)  +  {AA'  U) 

=  {P"TJ); 

Po 

Po.Ao—{PA')  =  A'ö, 
{Ä  X)-}-Ao.  (P^)  (SIX)  -  (ÄA)  (APX) 

=  (A"X)\ 

A, 

A,.Po—{AP')  =  Ao, 
.{P'il)i£lX)-}-Po.iAX)-\-iAA){AP'X) 

=  {A"X). 

Hieraus  folgt  schließlich  noch  (§  20,  Xr.  21): 


1 

Po2  +  (i^p)2{•{ 

PÖ2  +  (ßP')-^} 

= 

Po 

^^{SlPy; 

w^ 

.A,^^{AAY\-\ 

A 

.ä;^^{AA)^\ 

= 

Pö 

^^{Sipy-, 

{ 

p^^{Sipy\-\ 

A 

.Ao^  +  {AA:f\ 

=    A 

.A'o 

2  +  (^^")2; 

\''A\ 

.A,^^{AilY\  { 

Pö2  +  (i^p')^j 

=  \^ 

■  Ao 

^^{AA'r^ 

(7) 


Solange  also  die  Voraussetzung  A  zfz  Q  besteht  und 
demnach  zwischen  den  Verhältnisgrößen  P^,  P^,  P^'  und  Ak, 
A'k,  A'ü  der  Zusammenhang  (*)  angenommen  wird,  sagen  alle 
diese  in  der  Form  verschiedenen  Gleichungssysteme  das- 
selbe aus.  Insofern  hat  also  ihre  Vielfältigkeit  nur  ein 
untergeordnetes  Interesse.  Das  ändert  sich  jedoch  bei  dem 
Grenzübergang  '  A\  -^  0. 

Dann  wird  nämlich,  in  der  Grenze,  der  Zusammenhang  (*) 
zerstört,  während  die  Gleichungen  (5  a)  und  (5  b)  ihre  Bedeutung 
bewahren,  und  auch  in  der  Grenze  \A=.  Q  noch  in  der  gleichen 
Beziehung  zu  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  stehen  wie  vorher,  vor- 
ausgesetzt nur,  daß  nunmehr  die  Größen  P^.  und  Ak  als  voneinander 


1)  Man  kann  auch,  nach  Anweisung  der  Formeln  (*),  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (6)  die  Parameter  /-"^'  durch  die  Parameter  Ä'^  er- 
setzen, und  umgekehrt.  Das  würde  sieh  aber,  im  Hinblick  auf  den  alsbald 
auszuführenden  Grenzübergang,  als  zwecklos  herausstellen.  Die  weiteren 
vier  Gleichungen  sind  daher  gar  nicht  erst  angeführt  worden. 
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unabhängige  Parametersysteme  behandelt  werden  i).  Es  ist  dabei 
zu  bedenken,  daß  {^X),  das  zuvor  nur  iu  der  quadratischen  Ver- 
bindung (Sl  X)^  eine  reale  Bedeutung  hatte,  nun  eine  selbständige 
Existenz  bekommt,  woran  weiterhin  durch  Gebrauch  der  Bezeichnung 
{XSi).{SlY)  an  Stelle  von  {XSi)i^Y)  erinnert  werden  soll.  Wir 
gelangen  nunmehr  zu  dem  Lehrsatz: 

Im  Grenzfall  !^  =^0  stellen,  solange  die  lineare  Form 
(il  X)  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  die  Formeln  (5  a)  die  Ge- 
samtheit der  eigentlichen  positiv- automorphen  Transformationen 
der  quadratischen  Form  (U-'l)^  dar,  und  die  Formeln  (5  b) 
die  Gesamtheit  der  eigentlichen  negativ -automorphen  Trans- 
formationen 2).  Ferner  liefern  die  Gleichungen  (6)  auch  in 
diesem  Grenzfalle  noch  die  Regeln  für  die  Zusammen- 
setzung solcherTransf ormationen  (oder Transformationen- 
paare T,  T),  die  zusammen  eine  geschichtete  Gruppe  (von 
2.  oc2-3  Transformationen)  bilden. 

Zunächst  ziehen  nämlich  die  Gleichungen  (5  a)  und  (5  b)  auch 
jetzt  noch  die  Gleichungen 

[ii  xy- =  {£1  xy,     {UAy  =  {UAY 

nach  sich;  im  Falle  (a)  aber  folgt  überdies 

(i^  X)  =  (i^  x), 

während  sich  im  Falle  {h) 

—  (ß  X)  =  (ß  X) 

ergibt.  Ferner  wird  die  Gruppeneigenschaft  der  gefundenen  Trans- 
formationen durch  die  Formeln  (G)  in  Evidenz  gesetzt,  die  zusammen 
mit  den  Formeln  (7)  zeigen,  wie  aus  zwei  solchen  Transformationen 
immer  eine  dritte  gebildet  werden  kann,  nach  dem  Schema 

<t       rj-'    rc"        r>-       er-'    et"        rr-       rr'    rr-"         cf-       cf    cf" 

-=i-((  • -t«  ^a»       ■tb--t!j   Z,„,       -^fj  •  4,6    — -    4,6,       4.6  .  Jtu   4,6. 

Wir  haben  also  eine  aus  zwei  Schichten  bestehende  Gruppe  mit 
Systemen  von  je  drei  wesentlichen  komplexen  Parametern  vor  uns, 


^)  Selbstverständlich  sind  dann  auch  die  Größen  P^'  in  der  ersten 
Formelgruppe  unter  (6)  und  (7)  nicht  identisch  mit  denen  der  zweiten 
Gruppe  und  die  Größen  A^  der  dritten  Gruppe  nicht  identisch  mit  denen 
der  vierten. 

2)  Natürlich  müssen  die  Faktoren  von  T  und  T  von  Null  verschieden 
bleiben. 
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und  diese  Gruppe  jedenfalls  wird  durch  unsere  Formeln  lückenlos 
dargestellt.  Daß  aber  die  Hauptschicht  dieser  Gruppe,  die  analytische 
Gruppe  unserer  eigentlichen  Transformationen,  die  positiv -auto- 
morphen linearen  Transformationen  von  {AUY  erschöpft,  geht 
daraus  hervor,  daß  das  sicher  für  eine  Umgebung  der  identischen 
Transformation  zutrifft.  Man  erschließt  das  ebenso  wie  in  dem 
in  §  19  abgehandelten  Fall. 

Ein  zweiter  mit  elementaren  Mitteln  zu  führender  Beweis  ergibt 
sich  weiterhin  aus  den  Gleichungen  (10  a)  und  (10  b). 

Sogleich  sieht  man  auch  noch,  "daß  die  Gleichungen  Po  =  0, 
,4q  ::=  0  nach  wie  vor  in volutorische  Transformationen  kenn- 
zeichnen, und  zwar  alle  solchen  in  der  genannten  Gruppe.  Es  tritt 
aber  jetzt  auch  eine  neue  Erscheinung  auf:  Die  Gleichung  {^F)  =  0 
bezeichnet  jetzt  eine  nur  noch  von  zwei  wesentlichen  komplexen 
Parametern  abhängige  analytische,  und  zwar  invariante  Unter- 
gruppe der  Gruppe,  (a),  und  ebenso  bilden  diese  Transformationen 
zusammen  mit  den  involutorischen  Transformationen  von  (a)  noch 
eine  (geschichtete)  invariante  Untergruppe.  Ferner  lassen  sich  den 
Gleichungen  (14)  in  §  20  zum  Teil  analoge  Gleichungen  an  die  Seite 
stellen.    , 

Man  kann  diese  auch,  in  allen  Fällen,  zur  Bestimmung  der  Verhältnis- 
großen  P^  oder  Ay.  verwerten  (wiewohl  nicht  mehr  auf  ganz  so  einfache 
Weise  wie  dort) ,  wenn  eine  durch  (5  a)  oder  (5  b)  darstellbare  Trans- 
formation (T,  T)  vorliegt.  Nur  ist  zu  bedenken,  daß,  namentlich  im  Falle 
(b),  etliche  unserer  Formeln  (14)  bis  (16)  illusorisch  werden.  Man  hat  im 
Falle  (h)  immer 

(8)  \T  +  E\  =  0,     R  =  -l; 

daher  fehlt  im  Falle  (b)  ein  Seitenstiick  zu  den  Formeln  (16)  in  §  20^), 
und  auch  im  Falle  (a)  wird  man  nun  nicht  mehr  so  schnell  wie  unter  der 
Voraussetzung  |  A  |  ^  0  durch  Rechnung  feststellen  können ,  daß  die  ge- 
fundenen Transformationen  die  automorphen  linearen  Transformationen 
von  (U  A)^  erschöpfen.  [Die  früher  (S.  215)  zum  Beweis  benutzten 
Formeln 


'')  Das  Bestehen  der  Gleichungen  (8)  zieht  hier  darum  nicht  den 
involutorischen  Charakter  der  dargestellten  Transformationen  nach  sich, 
weil  im  Falle  |  yL  |  =:  0,  ^o  ^  0  die  Transformationen  (5  b)  nur  singulare 
quadratische  Formen  in  Ruhe  lassen. 
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lief  ein  jetzt,  wenn  der  Fall  (a)  angenommen  und 

(Xß).(ßr) -=  So*,    iuj){rJ)^z*o 

gesetzt  wird,  nur 

T-E  T-H__       iSlP).(SlUV) 

tTE  ^'  -  ^'      t +"H  ^^  -  Po  ' 

im  Falle  (ft)  aber  liefern  sie  überhaupt  nichts  Brauchbares.] 

Besonderes  Interesse  hat  der  Spezialfall,  in  dem  {A  U)-  und  {£1 X) 
die  Form 


(9) 


{juy^  =  u,^^u,\       {Six)  =  X, 


haben.  Man  erhält  dann  aus  (5  a)  und  (5  b)  eine  Formelgruppe,  die 
zur  Darstellung  der  Bewegungen  und  Umlegungen  in  einer  mit 
gewöhnlichen  rechtwinkligen  Koordinaten  verbundenen  Euklidischen 
Ebene  dient;  die  Formen  T,  T  entsprechen  dann  den  folgenden 
Transformationen,  die  als  erschöpfende  Darstellung  der  Bewegungen 
und  Umlegungen  leicht  zu  erkennen  sind: 

(10a) 

2iP,P,-FoPz)X,^     (Po^-Pi2)X2+  2PoP,.X,=N.Xo 

2{P,P,  +  P,P,)X,-  2P0P1.X2+      (Po2-Pi2)X3=iV.X3; 

(Po2  +  Pi2)  er,  +  2  (Pi  P2  +  Po  i'3)  U^  +  2  (P3  Pi  -  Po  P2)  ^3  =  N.  V, , 
(Po2-Pi2).t72+  2PoPr.Us  =  N.Ü„ 

-2  Po  Pi.  172+        {Po'-  Pr')U,=N.U,, 
-  p.21 

(10b) 

-{A,'^  +  A,^)X,                  *  *          =N.X„ 

2iA,A.,-AoAs)X,-{-     (^2_^g-2)X2+  2A^As.Xs  =  N.Xc,, 

2(^13^1  +  ^0^2)^1+          2^^.Z2-  {A,^-A,^).Xs  =  N.Xs, 

—  {A2^  +  A3')Ui  +  2{AiA2+AoAs)Uc,  +  2iAsA,-AoA^)U3=N.U,, 
*  +     {A,/ —  As^)  U.2 -^  2A2As.Us  =  N.Ü^, 

+  2  ^2  ^3- ^'2-      (A,'^-As')U3  =  N.U,; 

{N  =  A,'  -h  A,^y 


in  der  Euklidischen  Ebene. 


237 


Die   Formeln    für    die    Zusammensetzung    der   Parameter    aber 
werden  nun  diese: 

FoPo-PiPi  *  *       =Po, 

PoPr  +  P^P'o  ■'  *       =  Pi', 

Po  P2  —  Pi  P;  -f  P2  Po  -f  P3  P:  =  P2" , 
PoPs  +  PiP^-PaPi'  +  PsPo  =  P3"; 


(11) 


* 

* 

-A,Ä2 

-^43^3 

=  Po' 

* 

* 

A,As 

-.43^; 

=  Pi' 

A0Ä2 

->4i^; 

+  ^2^0 

+  ^3^1 

=   P2 

ÄoÄs 

+  A,A', 

—  A^Äi 

+  ^3^0 
-P3-4; 

=    P;' 

PoA'o 

-Pi^; 

-P2A', 

=    Äö 

PoA[ 

+  Pi^ 

+  P2^3 

-P,A', 

--=^ä; 

Po  ^2 

-Pl^3 

'            * 

* 

=  ^2 

PoA's 

+  Pl^2 

* 

* 

=  ^3 

^0  Po  -  ^1 P;  -  ^2  P2  —  As  Pä  =  A'ö, 

Ao  p;  +  ^1  Po  +  ^2  P3  —  ^3  P2  -=  AI, 

A,Pi^AsP[  =  A2, 

*   -^p;  +  j3Po  =  4^ 

Sie  haben  in  allen  Fällen  zur  Folge,  daß  N .  N'  =  iV"  wird. 

Die  erste  Formelgruppe  unter  (ll)  ist  das  Multiplikationstheorem  eines 
Systems  komplexer  Zahlen,  einer  Ausartung  der  Quaternionen  Hamiltons, 
die  auf  ähnliche  Art  wie  die  Quaternionen  selbst,  auch  mit  Hilfe  einer 
quadratischen  Tafel  beschrieben  werden  kann.     Setzt   man   der  Reihe  nach 

P=  (1,  0,  0,  0}  =  eo, 

P  =  (0,  1,  0,  0}  =  Ci, 

P  =  (0,  0,  1,  0}  =  Ca, 

P  =  (0,  0,  0,  1}  =  63, 
80  entsteht  die  Multiplikationstafel: 


(12) 


eo 

gj 

^2 

es 

Cj 

—  ßo 

^3 

-e. 

^2 

—  es 

0 

0 

C3 

^2 

0 

0 

(->) 
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Die  entwickelten  Formeln  finden,  wie  angedeutet,  ihre  wichtigste 
Anwendung  in  der  Euklidischen  Geometrie  der  Ebene.  Man  achtet 
dann  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  eines  Vektors  X 
oder  ?7,  deren  Systeme  dann  als  Punkte  oder  Geraden  bezeichnet 
werden.     Setzt  man  in  dem  Spezialfall  (9) 

SO  werden  x  und  (/  rechtwinklige  Kartesische  Koordinaten  eines 
Punktes.  Die  Transformationsgleichungen  (10a)  lassen  dann  aus 
jeder  Figur  eine  zu  ihr  „kongruente",  die  Formeln  (10b)  eine  zu 
ihr  „symmetrische"  („symmetrisch -gleiche")  Figur  hervorgehen. 
Wir  unterscheiden  sie  dann  durch  den  Gebrauch  der  vorhin  schon 
eingeführten  Worte  Bewegung  und  Umlegung  O- 

Wir  wollen  an  diesem  Beispiel  noch  kurz  auseinandersetzen,  wie 
sich  die  Grundbegriffe  der  analytischen  Geometrie  rein-algebraisch 
und  ohne  Gebrauch  spezieller  Voraussetzungen  über  das 
Koordinatensystem  entwickeln  lassen.  Wir  machen  also  jetzt 
nicht  die  durch  die  Gleichungen  (9)  bezeichnete  Annahme.  Doch 
soll,  lediglich  der  Kürze  zuliebe,  die  Form  ( f7 ^)2  hier  als  semi  positiv 
gelten,  und  es  sollen  auch  nur  reelle  Figuren  —  ausschließlich 
Punkte  und  gerade  Linien  mit  reellen  Koordinatenverhältnissen  — 
betrachtet  werden  2). 

1)  Math.  Ann.  39,  441fE.  (1891),  insbesondere  S.  557  bis  564.  Dort 
finden  sich  schon  die  Formeln  (10a),  (10b)  und  (11),  abgesehen  von  den 
hier  verbesserten  Buchstabenzeichen. 

2)  Diese  hier  also  nebensächliche  Einschränkung  ist  für  die  meisten 
Darstellungen  der  elementaren  analytischen  Geometrie  wesentlich.  Kann 
mau  sich  um  das  Imaginäre  doch  nicht  herumdrücken,  so  tut  man  dann 
vielfach  so,  als  wären  die  erforderlichen  Begriffe  auch  für  das  komplexe 
Gebiet  erklart.  Ein  anderer  Mangel  vieler  Lehrbücher  der  „analytischen" 
Geometrie  besti-ht  darin,  daß  ihren  Lesern,  d.  h.  Anfängern,  Kenntnis  eines 
verwickelten  Systems  sogenannter  Axiome  zugemutet  wird.  Man  opfert 
damit  die  Wissenschaftüchknit  Rücksichten,  die  man,  schwerlich  mit  Recht, 
für  pädagogisch  hält.  Sind  jene  Axiome  mit  ihren  wichtigsten  Folgerungen 
irgendwo  einwandfrei  dargestellt,  dann  sicherlich  nicht  in  Schulbüchern. 
Alle  Autoren  verfahren  so,  die  von  „Anwendungen  der  Analysis  auf  Geo- 
metrie" reden.  Was  man  dann  unter  Geometrie  verstehen  soll,  muß  doch 
zuerst  einmal  da  und  auch  fest  begründet  sein.  Aber  auch  im  besten 
Falle  kann  die  Überzeugung  von  der  Widerspruchsfreiheit  eines  solchen 
Systems  nicht  ohne  Hilfe  der  Analysis  gewonnen  werden. 

Einen  allerdings  noch  nicht  ganz  befriedigend  ausgefallenen  Versuch, 
mit  diesem  System  von  Erschleichungen  zu  brechen,  bedeutet  die  Koordinaten- 
geometrie von  H.  Beck. 
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Wir  unterscheiden  (wie  üblich)  zweierlei  Punkte  und  gerade 
Linien.  Uneigentlich  wird  die  Gerade  Si  genannt,  alle  anderen 
cx^ä  Geraden  heißen  eigentliche  Geraden.  üneigentliche 
Punkte  sind  dann  die  ooi  Punkte,  die  mit  der  Geraden  i2  vereinigt 
liegen.  ((ü  X)  =  O).  Von  der  eigentlichen  Geraden  V  unter- 
scheiden wir  eine  andere  Figur,  die  durch  drei  Größen  {U^,  t/j,  f/3} 
definiert  (definiert!)  ist,  die  der  Gleichung  {U A)^  =:=  1  genügen. 
Wir  nennen  sie  orientierte  Gerade  oder  Speer.  Zu  jeder  eigent- 
lichen Geraden    gehören   also   zwei   orientierte   Geraden    oder    Speere 

- ,    entsprechend  den  beiden  Werten  von  lY  U  A)-.     Der  Über- 

\[VA)^ 

L^^ang  von  einer  Geraden  zu  einer  der  beiden  entsprechenden  orientierten 
Geraden  ist  nur  in  besonderen  Fällen  eine  rational  -  ausführbare 
Operation.  ., 

Es  besteht  nun,  wie  ohne  weiteres  abzuleiten,  identisch  (für  alle 
U^   F,  U',   V)  die  Gleichung 


(13) 


{AU)  {AU') 
{AV){AU') 


{AU){AV') 
{AV){Ar) 


{SlUV).  (ß  U'  V). 


Daher   kann    man    erstens   eine  W^urzelgröße    eindeutig   durch 
die  Formel 


1 

S{AUy-.{AV)^- 

^{{AU){AV)y={SlUV) 

(14) 


erklären.     Zweitens  kann,  wenn  (ii  U  V)  =  0  ist,  eine  Abhängigkeit 
zwischen  zwei  W^urzelgrößen  durch  die  eine  oder  andere  Formel 


(15) 


\{A  Uy~.  i{A  Vf  ■=  ±{A  U){A  V) 


erklärt  werden.  Eigentliche  Geraden,  die  der  Bedingung  (ß  U  V)  =  0 
genügen,  nennen  wir  nun  parallel.  Es  folgt,  daß  nach  Orientierung 
einer  Geraden  die  Orientierung  jeder  zu  ihr  parallelen  Geraden 
rational -ausführbar  ist.  Ist  das  obere  Vorzeichen  in  (15)  gewählt 
worden,  so  heißen  die  Speere 

U  V 


i{UA)i'     y{VA)^ 
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syntaktisch,  andernfalls  antitaktisch.  Drittens  kann  es  sein, 
daß  für  zwei  eigentliche  Geraden  {UA){A  F)  =  0  ist.  Man  kann 
dann  wieder  eine  Abhängigkeit  zwischen  Wurzelgrößen  erklären 
durch  die  eine  oder  andere  der  Formeln 


(16) 


S{A  UY .  ]i{A  F)2  =  -t  }J{A  uy- . {A  vy  =  ±{SIU  V). 


Wir    sagen,    die   Geraden   U,   V   seien    zueinander    orthogonal 
(senkrecht);  ferner  nennen  wir  den  Speer     ,-  normal  zu  dem 


Speer 


U 


]/iAU} 


f{Avy 

,  wenn  in  (16)  das  obere  Vorzeichen  gilti).    Wenn  also 


eine  Gerade  orientiert  ist,  so  verlangt  die  Orientierung  auch  der  zu 
ihr  senkrechten  Geraden  nicht  die  Einführung  einer  neuen  Wurzel- 
größe. 

Wir  definieren  jetzt  Begriffe  „Winkel"  und  „Entfernung". 

Der  Winkel  0^  von  zwei  orientierten  Geraden  oder  Speeren, 
die  in  eine  bestimmte  Reihenfolge  U,  V  gesetzt  sind,  wird 
bis  auf  Vielfache  von  2  7t  genau  erklärt  durch  die  Formeln 


Hieraus  folgt  —  immer  auf  Grund  algebraischer  Tatsachen  — 
der  Lehrsatz  von  der  Winkelsumme  im  Dreieck  (Summe  der  Außen- 
winkel), der  erst  durch  Einführung  des  Begriffes  Speer  seine  einfachste 
Form  und  wahre  Allgemeinheit  erhält: 


(18) 


0 


0^+0^=  0     (mod.  2  7t). 


1)  Wenn  also  der  Speer  V  normal  ist  zu  dem  Speer  U,  so  ist  der 
Speer  U  normal  zu  der  Urakehrung  von  V,  d.  h.  zu  dem  Speer  —  V.  Die 
Unterscheidung  der  hier  durch  die  Worte  orthogonal  und  normal  be- 
zeichneten Begriffe  liegt  z.  B.  der  Evolutentheorie  der  ebenen  Kurven  zu- 
grunde. Die  einfachen  algebraischen  Tatsachen,  die  man  in  einer  solchen 
Theorie  doch  wirklich  benutzt,  sollten  reinlich  herausgearbeitet  werden.  — 
Man  beweise  etwa  noch  mit  Hilfe  der  Identität  (13)  und  der  zugehörigen 
Definitionen  (15),  (16)  (also  ohne  Gebrauch  von  Winkelgrößen!): 
Wenn  U,  V,  W  drei  Speere  sind,  und  V  normal  ist  zu  U,  und  W  zu  V, 
so  sind  U  und  W  antitaktisch. 


Euklidischen  Geometrie. 


241 


Sodann   heiße  Entfernung    zweier    eigentlicher  Punkte    X,  Y 
der  Ausdruck 


(19) 


El 


(Sl  X) .  {Sl  Y) 


Man  sieht,  daß  durch  Entscheidung  über  den  Wurzelwert  im 
Zähler  dieses  Ausdrucks  die  Verbindungslinie  der  Punkte  X,  Y 
orientiert,  in  einen  Speer  verwandelt  wird.  Liegt  umgekehrt  eine 
orientierte  Gerade  U  vor,  so  läßt  sich  die  Entfernung  von  irgend 
zwei  Punkten  X,  Y  auf  ihr  eindeutig  erklären, 


(20) 


El  = 

{UA){AXY) 
)l{AU)K{ilX).{SlYi 

was  wieder  eine  Folge  der  Identität  (13)  ist,  und  die  unter  der 
Voraussetzung  (?7X)  =  0,  {UY)  ^=  Q  mögliche  Erklärung  einer 
Abhängigkeit  von  zwei  Wurzelgrößen  einschließt: 


(21) 


=  {UA){AXY). 

}^{AUY.)'{AXY)^ 

Es  ergibt  sich  noch,  daß  für  irgend  drei  Punkte  auf  demselbt 


Ef  +  Ej 


Ej 


bpeer 

(22) 

ist. 

Zu  diesen  Definitionen  und  Lehrsätzen  ist  schließlich  sachgemäßer- 
weise die  Bestimmung  zu  fügen,  daß  bei  Ausführung  irgendwelcher 
eigentlicher  negativ-automorpher  (und  folglich  auch  beliebiger 
positiv-automorpher)  Transformationen  von  (A  U)^  die  Wurzelgrößen 
der  Form  \{AU)^  —  oder  y{AXY)^  —  mitgenommen  werden  sollen; 
d.  h.  daß  aus  U  -^  U  immer  ^{A  U)^  =  ^{A  U)^  folgen  soll.  Es 
ergibt  sich  dann: 


(23) 


Ef 


@u  :=  ±0f/  (i«od.  2  Tt). 


Die  Entfernungen  bleiben  also  bei  Bewegungen  und  Umlegungen 
erhalten,  während  die  Winkelgrößen  nur  (transzendente)  Bewegungs- 
invarianten sind,  bei  Umlegungen  aber,  abgesehen  von  ihrer  additiven 
Unbestimmtheit,  das  Vorzeichen  wechseln,  oder,  wie  wir  sagen  dürfen, 
„umgelegt"  werden. 
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Offenbar  kann  man  in  dieser  Weise  fortfahren,  und  den  ge- 
samten Gedankeninhalt  der  ebenen  Euklidischen  Geometrie  als  Aus- 
schnitt aus  einer  Invariantentheorie  der  Bewegungsgruppe 
erweisen.  Z.  B.  wird  dann  noch  der  Abstand  eines  Punktes  X 
von  einem  Speer  durch  die  Formel 


(24) 


Ej 


(UX) 


\{AU)2.{SIX) 


der  Dreiecksinhalt  durch  die  Formel 


(25) 


1 (XYZ) 

2    {ii  X)  .\Si  Y) .  i!^  Z) 


zu  erklären  sein  '). 

Wir  wollen  schließlich  die  entwickelten  Begriffe  noch  auf  die 
Bewegungen  und  Umlegungen  selbst  anwenden,  die  ja  als  Objekte 
anderer  Bewegungen  und  Umlegungen  ebenfalls  gewisse  Invarianten- 
eigenschaften haben  müssen. 

Unter  den  Bewegungen  unterscheiden  wir  die  Schiebungen 
\(Sl  P)  =  0},  die  für  sich  eine  Gruppe  bilden  und  zu  denen  also 
die  identische  Transformation  gehört,  von  den  übrigen  Bewegungen, 
bei  deren  jeder  ein  bestimmter  eigentlicher  Punkt  \P\  in  Ruhe  bleibt. 
Diese  letzten  können  als  Drehungen  um  diesen  Punkt  P  bezeichnet 
werden.  Bedeutet  U  eine  orientierte  Gerade  durch  P,  so  wird 
der  Winkel  2  0"  =  0y^  unabhängig  von  U.  Er  heißt  Drehungs- 
winkel und  ist  bis  auf  Vielfache  von  2  7i  bestimmt  durch  die 
Formel 


(26) 


tg&  = 


(SIP) 
P. 


(vgl.  S.  229,  Nr.  30).  Bei  einer  Schiebung,  die  nicht  gerade  die 
identische  Transformation  ist,  bleibt  kein  eigentlicher  Punkt  in  Ruhe. 
Es  ist  aber  nun   (E~j     unabhängig  von   der  Lage   des  Punktes  X, 

1)  Siehe  die  Abhandlung :    Über  Bewegungsinvarianten  und  elementare 
Geometrie,    Leipziger  Berichte  lo96,    S.  649    und    R.  Weitzenböck,    Über  mÜ 

Bewegungsinvarianten,  III.  Sitzber.  der  Wiener  Akademie,  Math.-Naturw- 
Klasse,  Bd.  CXXII,  1913,  S.  1577. 
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und  einander  zugeordnete  Geraden  durch  X  und  X  sind  zuein- 
ander parallel.  Daher  kann  man  sie  zugleich  orientieren  auf 
Grund  der  unter  der  Voraussetzung  (iß  P)  =  0  möglichen  Er- 
klärung 

(27) 


]l{j  p  x)2 .  (i^  D  =  ]/{j  p  Y)2 .  (Si  X). 


Setzt  mau  also  2  &*  =  E^.,  so  ergibt  sich,  als  Seitenstück  zu  (26), 
ein  —  notwendigerweise  —  mit  einer  Irrationalität  behafteter  Aus- 
druck 


(28) 


Lim  .  Ep.tgQ-  =  Lim  Ep.tgd'  = 


yj{A  p  r)2  ^) 


(i2X)r^   0 
(ß  Y)  4z  0 


Im  Falle  einer  Umlegung  liegen  die  Mitten  zwischen  den 
eigentlichen  Punkten  X,  X  auf  der  Geraden  A,  der  „Umlegungs- 
achse", die  dadurch  gekennzeichnet  ist,  daß  für  ihre  Punkte  die 
Umlegung  mit  einer  Schiebung  übereinstimmt.  Man  kann  daher 
von  der  Schiebungsgröße  2  r]  einer  Umlegung  reden:  Wir 
definieren  sie  als  die  Entfernung  E^.  {(ÄX)  =  0|.  Wir  erhalten 
dann  nach  zweckmäßiger  Festsetzung  über  die  Bezeichnung  einer 
Wurzelerröße 


(29) 


r]  = 


\{ÄA)^ 


Stimmen    zwei   Drehungen,    die    nicht   Schiebungen   sind,    im   Werte 
von  tg d'  überein,  so  sind  sie  kongruent,  stimmen  sie  nur  im  Werte 


^)  Der  Quotient  (Ä  P  X)^  :  (Q  X)^  ist  also  hier  nur  scheinbar  ab- 
hängig von  X;  er  enthält  auch  der  Form  nach  keine  Abhängigkeit  von  X 
mehr,  wenn  man  für  die  Koordinaten  von  1'  bestimmte  Zahlenwerte  wählt, 
z.  B  wenn  man  Y  =  {l,  0,  0}  setzt.  Man  erhält  dann  (Ä  P  Xy  : '^Q  X)^ 
=  {Ä2P3  —  ^sP^)^'-^!^'  ^^^  insbesondere  im  Falle  der  Annahme 
(9):  (ylPA')2:(ßX)2  —  P^'^  -\- P^^.  Es  gibt  aber  keine  Zahlenwerte 
der  Größen  1\,  die  immer,  d.h.  in  der  Theorie  jeder  unserer  Formen  (.^1 1')^, 
brauchbar  wären;  die  Annahme  (ii  Y)  :^  0  bedeutet  nicht  nur  eine  (wenn 
auch  geringe,  so  doch)  unnötige  Einschränkung,  sondern  sie  läßt  auch  der 
Wahl  des  Punktes  1'  noch  einen  großen  Spielraum.  Die  in  der  Formel  (28) 
enthaltene  Willkür  läßt  sich  verschleiern,  aber  auf  keine  Art  wiiklich 
vermeiden. 

16* 
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von  tg^  &  überein,  so  sind  sie  zueinander  symmetrisch.  Schiebungen 
und  ümlegungen,  die  kongruent  sind,  sind  dagegen  immer  auch 
zueinander  symmetrisch.  Das  Kriterium  dafür  ist  Gleichheit  der 
zugehörigen  Werte  von  rj^. 

Es  hat  sich  hier  ergeben,  daß  man  als  Grenzfall  der  Drehungen  um 
einen  festen  Punkt  des  Euklidischen  (oder  übrigens  auch  des  Nicht- 
Euklidischen)  Raumes  mit  der  Geraden  (X)  als  Raumelement  nicht 
etwa  nur  die  Gruppe  der  Bewegungen  in  der  Euklidischen  Ebene,  sondern 
die  geschichtete  Gruppe  erhält,  die  aus  den  Bewegungen  und  üm- 
legungen in  dieser  Ebene  besteht. 

Von  Autoren,  die  sich  mit  der  Euklidischen  Geometrie  in  ihrer 
Eigenschaft  als  Grenzfall  der  Nicht -Euklidischen  beschäftigt  haben,  ist 
dieser  Sachverhalt  nicht  richtig  aufgefaßt  worden.  Soweit  das  Reelle  in 
Frage  kommt,  kann  man  sich  aber  das  Gesagte  auch  ganz  leicht  anschaulich 
klar  machen.  Man  betrachte  die  Gruppe  der  automorphen  Bewegungen 
(und  Umlegungen)  einer  Kugelfläche,  die  eine  bestimmte  Ebene  in  einem 
vorgeschriebenen  Punkte  berührt.  Man  projiziere  diese  Gruppe  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  in  die  Ebene,  wodurch  in  dieser  aus  den  Bewegungen 
(wie  auch  aus  den  Umlegungen)  auf  der  Kugel  die  Bewegungen  der 
sogenannten  elliptischen  Geometrie  hervorgehen  (die  eine  analytische,  auch 
im  Reellen  nicht  geschichtete  Gruppe  bilden).  Man  lasse  dann  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  ins  Unendliche  rücken,  halte  aber  dabei  einmal  die  Spur 
einer  Drehungsachse,  ein  anderes  Mal  die  Spur  einer  Drehungsebene  in  der 
gegebenen  Ebene  fest.  Man  überlege  sich ,  was  das  eine  und  das  andere 
Mal  z.  B.  aus  einer  eingliedrigen  Drehungsgruppe  (und  ihrer  Erweiterung 
durch  Umlegungen)  wird. 

Ganz  anders  verhält  sich,  beiläufig  bemerkt,  die  Gruppe  der  Euklidischen 
Bewegungen  und  Umlegungen  im  dreidimensionalen  Räume  zur  entsprechenden 
Gruppe  elliptischer  Bewegungen  und  Umlegungen.  Inwiefern  und  warum? 
Von  welcher  Eigenschaft  der  Dimensionenzahl  hängt  dieses  verschieden- 
artige Verhalten  ab?  Inwiefern  ändert  sich  der  Sachverhalt,  wenn  man 
die  sphärische  und  elliptische  Geometrie  durch  die  pseudosphärische  und 
hyperbolische  ersetzt? 

Das  in  §  20  unter  der  Voi-aussetzung  ??  ^=  3  behandelte  Problem  einer 
(erschöpfenden)  Darstellung  der  automorphen  Transformationen  einer  nicht- 
singulären  quadratischen  Form  durch  Parameter  mit  bilinearer  Zusammen- 
setzung scheint  bei  beliebigen  Werten  der  Stufenzahl  n  beträchtliche 
Schwierigkeiten  zu  bieten.  Eine  befriedigende  Lösung  hat  es  bis  jetzt  nur 
unter  einer  starken  Einschränkung  gefunden,  dann  nämlich,  wenn  man 
es  mit  Summen  von  Quadraten  zu  tun  hat.  Doch  habe  ich  es  (in  einer 
bis  jetzt  nicht  veröffentlichten  Untersuchung)  auch  noch  für  den  Fall 
n  =  4  vollständig  erledigt. 

Siehe  R.  Lipschitz,  Untersuchungen  über  die  Summen  von 
Quadraten,  1886.  Referate  darüber,  mit  verbesserter  Darstellung  bei 
E.  Gar  tan,  in  der  französischen  Enzyklopädie  1,  463  und  H.  Rot  he,  in 
der  deutschen  Enzyklopädie  3  (1),   1410  u.  ff. 

Wegen  des  Euklidischen  Grenzfalles  für  «  =  4  siehe  die  auf  S.  217 
zitierte  Abhandlung.    Siehe  ferner  den  Aufsatz :    Grundlagen  und  Ziele  der 
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analytischen  Kinematik.  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen 
Gesellschaft,  12.  Jahrgang,  1913,  S.  216.)  In  dieser  letzten  Abhandlung 
finden  sich  zur  Rechnung  sehr  bequeme  Formeln  der  Quaternionentheorie, 
die  sich  formal  fast  unverändert  auch  auf  den  Nicht-Euklidischen  Raum 
erstrecken  (e^  i=  ±  1  statt  E^  =  0).  Vgl.  auch  Geometrie  der  Dynamen, 
1903,  §21. 

§  22. 

Orthogonale  und  quasi -orthogonale  Invarianten  ternärer 
bilinearer  Formen. 

Handelt  es  sich  darum,  die  ganzen  rationalen  Invarianten  irgend- 
welcher Vektoren  und  sonstiger  Kerne  ternärer  algebraischer  Formen 
gegenüber  der  Gruppe  der  orthogonalen  Transformationen  zu  be- 
stimmen, so  erhalten  wir,  entsprechend  der  kleineren  Parameterzahl 
der  jetzt  betrachteten  Gruppe,  viel  umfangreichere  Invariantensysteme, 
Aber  da  die  beiden  Arten  von  Vektoren  X  und  U  oder  von  Symbolen  P 
und  A  sich  nun  algebraisch  ganz  gleich  verhalten,  so  gehen  durch 
einen  einfachen  Wechsel  der  gebrauchten  Zeichen  solche  Invarianten 
gruppenweise  ineinander  über.  Wir  kommen  also  jetzt  auf  den 
schon  in  >;  2  betrachteten  Sachverhalt  zurück:  Wir  können  von  der 
durch  die  Zeichen 

[XY),     {XV),     (UV) 

ausgedrückten  Unterscheidung  nun  wieder  absehen,  und  müssen  dann 
natürlich  auch  von  der  absehen,  die  wir  mit  Hilfe  der  Zeichen 
(XYZ),     {XYWl    (XFTTO.     {uriv) 

dargestellt  hatten.  Aber  die  in  §  12  angestellte  Untersuchung  zeigt 
uns  ja  auch,  daß  diese  Vereinfachung  keineswegs  an  die 
Voraussetzung  gebunden  ist,  daß  wir  es  mit  orthogonalen 
Transformationen  zu  tun  haben,  mit  solchen  also,  die  gerade 
die  reziproken  Formen 

{L  Xy  =  AV  -f  Xa^  +  Xs^     {AUy  =  l^  +  ^a^  +  ^'s^ 

in  Ruhe  lassen,  sondern  daß  in  der  Theorie  irgend  eines  Paars  zu- 
einander reziproker  Formen  von  der  Determinante  Eins  genau  die- 
selbe große  Vereinfachung  stattfindet.  So  konnten  wir  in  der 
Theorie  der  Gruppe  y  der  automorphen  Transformationen  von  (L  X)^ 
und  {A  Uy  diese  Formen    selbst  schon   durch    die   einfachen  Zeichen 

(XX),     (UU) 
darstellen,  deren  Bedeutung  dann  eben  die  von  (L  Xy  und  {A  I'y 
ist,    und    wir    konnten    den    Übergang    von    einer    Invariante    der 
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eingangs  aufgezählten  Typen  zu  den  übrigen  derselben  Gruppe  genau 
so  wie  in  dem  genannten  Spezialfall  durch  einfache  Änderungen  der 
Zeichen,  z.  B.  durch  Ersetzung  von  X  durch  U  oder  umgekehrt, 
bewerkstelligen,  wodurch  eben  wir  die  Substitutionen 

iXL)L  =  U,     {UA)A  =  X 
auf  eine  einfachere  Weise  dargestellt  hatten. 

In  summa:    Wir  haben  es  jetzt  nur  noch  mit  zwei  wesentlich 
verschiedenen  Typen  elementarer  Invarianten 
(X  T)     und      (X  YZ) 

zu  tun,  ganz  so,  wie  in  der  spezielleren  Theorie  der  orthogonalen 
Invarianten,  wo  wir  nur  an  Stelle  des  Zeichens  (XY),  aus  den  früher 
angegebenen  Gründen,  das  andere  (X    Y^  benutzt  hatten. 

Zu  der  hiermit  gegebenen  Vereinfachung  unserer  Theorie  gegen- 
über der  allgemeinen  Theorie  der  ternären  Formen  —  einer  Ver- 
einfachung, die  schon  beträchtlich  ist  —  kommen  nun  noch  weitere 
Vereinfachungen,  und  das  alles  zusammen  bewirkt,  daß  die  formale 
Gestaltung  der  Invariantentheorie  unserer  Gruppe  y  (ys)  sich  der 
Theorie  der  binären  Formen  nähert,  mit  der  sie  in  der  Tat  auch 
nahe  zusammenhängt  (vgl.  S.  256).  Was  hiermit  angedeutet  ist, 
gehört  jedoch  zu  den  Gegenständen,  die  erst  im  zweiten  Teile  der 
vorliegenden  Schrift  abgehandelt  werden  können. 

Daß  eine  so  vage  Andeutung,  wie  sie  hier  zunächst  nur  gemacht 
werden  konnte,  nicht  recht  verständlich  sein  kann,  weiß  ich  sehr 
wohl.  Sie  dient  auch  nur  dem  einzigen  Zweck,  daran  die  weitere 
Bemerkung  knüpfen  zu  können,  daß  das  nunmehr  zu  formulierende 
Problem,  in  dem  an  Stelle  von  zwei  Veränderlichen  X  und  Y  (oder  X 
und  U)  nur  eine  einzige  Z  vorkommt,  nicht  so  speziell  'ist,  wie  es 
aussieht:  daß  es  nicht  etwa,  wie  es  zunächst  wohl  scheinen  muß, 
mit  einer  willkürlichen  Einschränkung  behaftet  und  also  von  zu 
geringer  Tragweite  ist. 

Es  sei  vorgelegt  ein  System  algebraischer  Formen  ^^^\ 
l^(^),  . . .  (mit  frei  veränderlichen  Kernen).  Wir  erweitern 
dann  das  System  der  Kerne  dieser  Formen  durch  Hinzu- 
fügung des  Kernes  einer  linearen  Form,  oder  also  durch 
Hinzufügung  eines  Vektors  Z.  Unter  einem  vollständigen 
Formensystem  der  gegebenen  Formen  verstehen  wir  dann 
ein  System  solcher  Invarianten  des  erweiterten  Systems, 
durch  die  sich  alle  Invarianten  dieses  Systems  ganz  und 
rational   ausdrücken   lassen.     Es   werde  verlangt,   im  Falle 
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einer  bilinearen  Form  g  =  (X^)  (ß  T)  ein  kleinstes  System 
derart,  d.  h.  ein  System  von  möglichst  wenigen  solchen 
Invarianten  zu  bilden. 

Wir  haben  nun  bereits  zwei  Zerlegungen  bilinearer  Formen  in 
solche  von  einfacheren  Eigenschaften  kennen  gelernt  (S.  117,  118), 
und  diese  müssen  hier,  in  der  Jheorie  der  Untergruppe  y^  der 
Gruppe  Fq,  beide  mit  den  gegebenen  Formen  invariant  verbunden 
sein.     Es  sei,  wie  soeben, 

%iX,T}  =  {XÄ){BYy, 
dann  ist 

n,  -.(XY)-^      ^,\iXA){BY)  +  {XB){Är)\\ 

UJ  ^lA,  2j-  ^j^i^^xA){BY)-{XB){AY)}l 

die  eine  invariante  Zerlegung, 

(2)  %iX,r)=  \{XÄ)(BV)-\{XV).{AB)}-^^{XV).iÄB) 

ist  die  andere. 

Der  Unterschied  von  Vektoren  erster  und  zweiter  Schicht,  Y 
und  V,  kommt  hier,  wie  gesagt,  nicht  in  Betracht.  So  können  wir 
die  Zerlegungen  (1)  und  (2)  überlagern,  und  wir  erhalten  dann  eine 
dritte   und    weitergehende  Zerlegung   der  bilinearen  Form  %  {X,  Y): 

(3)  g  =  g^  +  g-„-f  <y,^,i). 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Summanden  in  dieser  Formel  ist: 
U-,  %  =  {XB){I)Y) 

^  ^  =\{{XA){BY)  +  {XB){AY))-\{XY).{AB\ 

(5)  %.  =  i^Qy) 

^^^  =j{iXA)iBY)-iXB)iAY)}  =  \iABXY), 

(6)  g,„  =  l(XY).{AB)  ==lE.iXY). 

Bei  Gebrauch  der  hier  neu  eingeführten  Zeichen  wird  also 


(7) 


{XA){BY)=  {XD)iD  Y)  ^  (X  QY)  +  iR.iXY). 


Die    erste   der    biliuearen    Formen   rechts   in    dieser   Gleichung 
hängt  dann  nur  von  vier  Konstanten  linear  ab,  da  aus  (4) 


(8) 


(DD) 


^)  Diese  Reihenentwicklung  ist  ein  sehr  einfacher  Fall  der  zur  Gruppe 
;^3  überhaupt  gehörigen  Reihenentwicklungen. 
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folgt.     Die  zweite  Form  hängt  von  drei  Konstanten  linear  ab,  näm- 
lich von  denen  des  Vektors  Q,  oder  von  dem  Kern  der  linearen  Form 


(9) 


(QZ) 


H^BZ). 


Die  dritte  Form  endlich  ist  ein  Multiplum  der  identischen  Ko- 
variante  {X  Y),  und  enthält  mithin  als  Parameter  nur  eine  Konstante. 
Setzt  man  nach  der  Anweisung  (7)  aus  drei  solchen  speziellen 
Formen  eine  bilineare  Form  ^  (X,  Y)  zusammen,  so  entsteht  wieder 
die  allgemeine  Form  derart.  Außerdem  ist  klar,  daß  eine  noch 
weitergehende  Zerlegung  einer  bilinearen  Form  in  mit  ihr  linear- 
verbundene Kovarianten  in  der  Theorie  der  Gruppe  y^  nicht  mög- 
lich ist. 

Wir  werden  es  weiterhin  mit  solchen  Formen  ^  besonders  zu 
tun  haben,  von  deren  Elementarkovarianten  ^,,  ^„,  |5^,„  die 
zweite  identisch  verschwindet.  Diese  sind  dann,  wie  schon  ihre 
Komponenten  %^  und  ^,|,,  Polaren  quadratischer  Formen.  Brauchen 
wir  für  sie  ein  besonderes  Zeichen, 


(10) 


{ZC)iCZ)=^{ZD)iDZ)-\-lR.(ZZ), 


so  wird  also  auch 


(11) 


(XÄ)  {B  Y)  =  {XC){CY)^{XQ  Y). 


Die  gestellte  Aufgabe  ist  hiermit  zurückgeführt  auf 
die  andere,  das  zur  Gruppe  y^  gehörige  Formensystem  einer 
quadratischen  Form  {C Z)-  oder  (D  Zy  und  einer  linearen 
Form  {Q  Z)  zu  finden. 

Das  hier  genannte  System  aber  kann  man  ohne  weiteres  bilden, 
sobald  man  das  der  quadratischen  Form  {C Z)~  oder  (DZ)-  schon 
hat:  Die  dann  noch  fehlenden  Invarianten  und  Kovarianten  werden 
gefunden,  wenn  man,  auf  alle  möglichen  Arten,  Faktoren  (C  Z)  oder 
(DZ)  durch  Faktoren  (C  Q)  oder  (D  Q)  und  Faktoren  {C  Q  Z)  oder 
(D  Q  Z)  ersetzt,  Überflüssiges  wegläßt,  und  schließlich  die  Formen 
(QZ)  und  (Q  Q)  hinzufügt,  die  zusammen  mit  (Z Z)  offenbar  das 
vollständige  Formensystem  von  (Q Z)  bilden. 

Also  kommt  es  schließlich  auf  das  System  einer  quadra- 
tischen Form  (CZ)^  oder  (D  Z)^  an. 

Die  Lösung  der  so  reduzierten  Aufgabe  aber  können  wir  ohne 
weiteres  hinschreiben.  Wir  haben  nämlich,  in  allen  wesentlichen 
Stücken,  einen  Spezialfall  der  in  §  16  schon  gelösten  Aufgabe  vor 
uns.     Es   würde    nur    das   dort   Gesagcte   zu   wiederholen   sein:    Der 


Invarianten  ternärer  bilinearer  Formen. 


249 


gauze  Unterschied  besteht  darin,  daß  wir  es  jetzt  nur  noch  mit  Ko- 
varianteii  zu  tun  haben,  die  eine  einzige  Veränderliche  Z  enthalten. 
Diese  Möglichkeit  einer  Übertragung  der  Ergebnisse  der  §§  16  und  17 
auf  unseren  Fall  wird  auch  weiterhin  im  Auge  zu  behalten  sein. 

Wir    bilden    zunächst    das   System    der   Invarianten    und    Ko- 
varianten  (solcher  mit  Z)  der  spezielleren  Form  (D  Z)^,  und  erhalten : 


(12) 


(J),Zf  =  {ZZ) 

(D,  Zy  =  {D  Z)\     (Da  ZY  =  (Z»  D')  {D  Z)  (V  Z), 

G,  =  -^{D  B')\     a,  =  \{J)  D')  (D  D")  {D'  D"), 

{TZY  =  {1)  D")  (D  D'  Z)  {D'  Z)  (D"  Z). 


Diese  sechs  Formen  bilden  also  ein  vollständiges,  und  zwar 
kleinstes  Formensystem  der  Grundform  (D  Z)^.  Alle  anderen  aus 
Faktoren  (D  D')  und  {B  Z)  zusammensetzbaren  symbolischen  Pro- 
dukte müssen  sich  durch  die  Formen  des  Systems  Q2)  ganz  und 
rational  ausdrücken  lassen,  und  ebenso  die  Polaren  solcher  Formen 
durch  die  Polaren  der  Formen  (12). 

Dies  gilt  insbesondere  von  den  symbolischen  Potenzen  der  bi- 
linearen Form  (XD)  (DY),  also  von  den  bilinearen  Formen 

®o-=(Xr),    ®i  =  (ZD)(2)r),    '^^  =  {XD){DD'){D'Y)  usw., 

denen   die  genannten   symbolischen  Potenzen   gleich    sind.     So  wird 


(13) 


®3  —  *  -f    (^2  •  -^1  —   G^.<i  •  ®0 


Wir  berechnen  mit  Hilfe  dieser  Formel  !J)4,  3)5.  ..,  und  das 
Quadrat  der  Form  (T  Zy,  oder,  noch  etwas  allgemeiner,  das  Produkt 
(rX)3.(Tr)3,  als  Spezialfall  der  Identität  Nr.  12  in  §  16: 

3)o  Dl  ©2 

(T  X)3 .  {T  YY 


i      G, 


®1  2)2  ^3 
!3)2  ®3  ®4 
(3)0®2-+®l'®2  —  ®0®1®3) 


1+6^3.(^0^2)3 


wir  finden  also 


-  3  ®o  2)i  2)2 
(14) 


2)i-'^)  +  2)o3J 


(T  X)3  .  (T  YY  +2)2^  +  2  2)i  2)2  (^2  ®x  -  (?3  2)o)         \    _ 
+  (2)o2)2-2)i2)(G2  2)2-  G3  2)j)  +  2)o(<^2  2)2-  (^3®l)4 

=  0. 
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Setzen  wir  hier  X  =  ]r  =  Z,  so  erhalten  wir  die  einzige 
algebraische  Abhängigkeit,  die  zwischen  den  Formen  unseres  Systems 
(12)  besteht. 

Ferner  findet  sich,  unter  anderem, 

(15)  \{DD'Zy  =  {D,Zf  -h  G^.{ZZ\ 

(16)  ^{DD'D'y^  G,, 

(17)  {TD){TZ)HDZ)  =  0,     (TD)HTZ)  =  0. 

Die  Invarianten  und  Kovarianten  der  Form  (C'Z)^  aber  lassen 
sich  leicht  auf  die  der  etwas  spezielleren  Form  (D  Z)-  zurückführen. 

Wir  erhalten  durch  symbolisches  Potenzieren  von  (Sj  =  {X  A) 
{BY): 

(Sj  =  ®i  -^i-J?.2)o, 

(18)  02  =  :D2-|J2.^i  +  ^i?^-^o, 


Es  ist  also 


(19) 


{C,Zp  =  (D,Zy  +  -,B.{ZZ), 
{C,Zy  =  {CC')iCZ)iC'Z)  = 
=  {D,  Zr-  +  i  i? .  ij),  Z)^  -Vl-R'.  {ZZ) 


usw.     Hiermit  hat  man   die  Werte   der  in  §  16   mit  i?i,  i?2,  -R3  be- 
zeichneten Invarianten 


(20) 


und  die  Koeffizienten  J^,  J^,  J3  der  Identität 

(21)  ( C3  Z)2  -  Ji  ( (^2  Z)^  -t-  ^2  ( Gl  Z)^  -  'h  (Z Z) 


lil 

=  (C'iC'i)  = 

{G  C)  =  B, 

B, 

=   (C2Cf2)   = 

(car  =  - 

-2&2  +  : 

B^ 

^3 

=    (C3C3)   = 

iCC'){CC"){G'C")  = 

=    3  03 

-  2  E  &2  -f 

iB^ 

(22) 


J^  =  (CG)  =  B,     J^  =  \{C  G'    GG')  =  G^^\  B\ 


Invarianten  temärer  bilineai-er  Formen. 
Sodann  erhält  man  nach  §  16,  Nr.  7: 
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(23) 

\{CC Z)^  =  {C,ZY-J,.{C,Zf  ^  J,.{ZZ) 
=  (7>2 Z)2  —\Ii. (A  ZY  +  { 6^2  +  i i?"} •  (ZZ) , 

und 

ächli 

eßlich 

(24) 

(CC")(CC'Z){C'Z){C"Z)  =  {TZ)\ 

Die  letzte  Kovariante  hat  im  Büschel  (2>  Z)^,  {Z Z)  die  Kom- 
binanteneigenschaft,  sie  hängt  uiclit  ab  vom  Werte  von  R.  Das- 
selbe gilt  dann  natürlich  auch  von  allen  Formen,  die  von  ihr  allein 
abhängen,  insbesondere  von  der  Invariante  6{TT')^,  die  nach  §  17, 
Nr.  5  mit  der  Diskriminante  der  charakteristischen  Funktion 

A^  —  J^A-^^J^A  —  J3 

der  Form  t£  oder  (C Z)^  zusammenfällt: 


(25) 


712  ((5)  =  6  (T  T'y  =  —  4(^2^  —  27G32. 


Ohne  weiteres  kann  man  nun  auch  ein  vollständiges,  und  zwar 
kleinstes  System  von  Invarianten  dpr  Formen  {D  X)^  oder  {C  X)^ 
und  beliebig  vieler  Vektoren  angeben.  Es  wird  genügen,  nur  noch 
das  System  von  Invarianten  und  Kovarianten  der  gegebenen  Form 
%{X,  Y)  =  {Xä)(B  Y)  zu  bilden.  Zu  den  symbolischen  Faktoren, 
die  im  System  der  Form  {D  X)^  auftreten,  kommen  dann  noch  die 
Faktoren  (Z)  Q),  (QZ),  (T  Q),  {D  Q  Z)  und  die  Invarianten  R  und 
{Q  Q).  Faktoren  (T  Q  Z)  kommen  hier  nicht  vor,  da  {T Z)^  schon 
einen  Determinanteufaktor  enthält. 

Die  folgende  Tafel,  in  der  die  Gradzahlen  der  einzelnen  Formen 
angemerkt  sind,  gibt  eine  bequeme  Übersicht  über  das  ganze  System. 
Die  unterstrichenen  Formen  sind  die,  die  mit  Symbolen  D  und  Q 
geschrieben,  einen  Determinanteufaktor  enthalten.  Ihre  Produkte  zu 
zweien  lassen  sich  ausdrücken  durch  die  übrigen  Formen  des  Systems, 
wie  wir  es  im  Falle  des  Produktes  (T X)^  .(TY)^  schon  gesehen 
haben.  Die  Formen  der  zweiten  und  vierten  Reihe  in  unserer  Tafel 
sind  nur  Invarianten  (natürlich  absolute  Invarianten)  der  Gruppe  y 
(sie  sind,  in  der  Sprache  der  Geometrie  ausgedrückt,  ausschließlich 
Bewegungsinvarianten).     Ihre  Quadrate  und  zweigliedrigen  Produkte 
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aber,  und  ebenso  die  Formen  der  ersten  und  dritten  Reihe,  sind  In- 
varianten   der   Gruppe  y,  rj.     (Sie   sind   Umlegungsinvarianteu.) 

Invarianten. 

Lineare  Kovarianten. 

[1]{QZ).    [2]{D,Q)iD,Z).    [S]{D,Q){D,Z), 
iI),Q)(D,QZ).    ['i]{D,Q)(D,QZ).    [5]iT  QpjT  Z). 
(26) 

Quadratische  Kovarianten. 
[0](ZZ).    [l]{D,Zy.    [2]{D,Zf, 
{D,Z)iD,QZ).     [3]{D,Z){D,QZ).     [4:](T  Q){T Zy. 

Kubische  Kovariante. 

[3](T^3. 

Zwischen  diesen  Formen  bestehen,  außer  den  genannten,  natür- 
lich noch  zahlreiche  weitere  Abhängigkeiten.  Es  gibt  im  ternären 
Gebiet  ja  überhaupt  nur  drei  linear -unabhängige  lineare  Formen; 
daher  muß  zwischen  je  vieren  der  sechs  linearen  Kovarianten  eine 
lineare  Abhängigkeit  bestehen,  deren  Koeffizienten  Invarianten 
unseres  Systems  sind,  usw. 

Es  ist  leicht,  das  Formelsystem  (19)  ...  (25)  so  zu  erweitern, 
daß  auch  noch  die  Form  (Q  Z)  in  den  Ausdruck  der  zu  unter- 
suchenden Grundform  aufgenommen  wird.  Einige  der  so  entstehen- 
den Formeln  werden  gelegentlich  gebraucht;  sie  werden  deshalb  hier 
noch  angeführt.      Wir  setzen,  wie  zuvor  schon, 

.27)  Si  (X,  Y)  =  (X  C)iCY)  +  {XQY) 

=  {iXD){DY)  +  lR.{XY)}  +  {XQY), 

und  benutzen  bei  Bildung  der  folgenden  Ausdrücke  die  Formeln  (19) 
...  (25).  Die  symbolischen  Potenzen  von  %  =  g^j  usw.  sollen  go, 
%i,  ^2>  •  •  •  ^Jid  <li6  zugehörigen  Invarianten  (Ringe)  sollen  dlo  (=  3), 
9?!,  9i2,  9i3,  . . .  genannt  werden.  Die  lineare  Abhängigkeit  zwischen 
den  Formen  %q  usf.  heiße  entsprechend 

g3  —  3i. 5-2+32. gl-33-go   =   0. 
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Man  berechnet  dann 

f      {XC,){G,Y)    +{XC,){C,qY)\ 

[^{Xq).{QY)     -iQQ).{XY)      J 
und  ebenso  noch  Js-     Es  folgt  dann 

^x  =  B,  =  R,     9?2  =^  i?2  -  2  («  Q), 
Ti,  =  Bs  ^   3{CQ)^-3R.iQQ), 


und 

also 

(28) 

(29) 


öl  =  (AB)  :=  Ji  =  R, 

02=  \iÄA'\BB')  =  J,^iQQ), 

Ss  =  liA  AI  A!') (B B' B")  =  J^^  (C  Q)\ 

Q,  =  R,     ^,  =  {G,-^(QQ)}  +  IR^ 
33  =  {^3  +  (I>  Q)'}  +  iB-{a,  +  {QQ)}  +  ^ R\ 
Hieraus  folgt  dann 


m  {%)  =  _  4  { (^2  +  (^  Q)\'  -•2i\a,  +  {B  Qf\\ 


Die  bis  hierher  geführte  Untersuchung  würde  sich  noch  viel 
weiter  fortsetzen  lassen.  Wollten  wir  insbesondere  auch  die  Spezial- 
fälle der  Form  %  systematisch  untersuchen,  so  würde  sich  finden, 
daß  über  die  Äquivalenz  zweier  derartiger  Formen  gegenüber  der 
Gruppe  j/g  ausnahmslos  mit  Hilfe  der  Formen  unseres  Systems 
(aber  keineswegs  mit  Hilfe  von  Invarianten  allein)  entschieden  werden 
kann.  Doch  darf  es  hier  wohl  bei  dem  Gesagten  sein  Bewenden 
haben,  nachdem  in  §  18  ein  gleichartiges,  wenn  auch  einfacheres 
Problem  eingehend  behandelt  worden  ist. 

Wir  wollen  jedoch  unsere  Untersuchung  noch  auf  den  Fall  an- 
wenden, in  dem  die  vorgelegte  Form  {A  X)  (B  Y)  oder  (A  X)  (B  U)  als 
Symbol  einer  automorphen  linearen  Transformation  der  quadratischen 
Form  {Z Z)  dienen  kann. 

Zur  Erleichterung  einer  Vergleichung  mit  früher  abgeleiteten 
Formeln  schreiben  wir  Jetzt  (X  C)  (jT  f/)  an  Stelle  von  {XA){BU) 
oder  (XÄ){BY),  was  ja,  nach  dem  Vorgetragenen,  hier  belanglos 
ist.     Dementsprechend  substituieren  wir 

{xc){ru)  = 

(30)     ^  2(XP).(PL')+  2Po.(XP£7)+  {Pq^  — (PP)}-(X^) 

Po2  +  (PP) 
(vgl.  Nr.  9,  S.  223). 
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Es  findet  sich  dann 

(31) 

(zz)0(A^)=  ,S^^)-iP^)-HPP)-iI^^ 

((^Zj  -    ^    p^2  +  (pp)  ^  -    p^2  +  (PP)  ' 


3     {Po2  +  (-Pi')}2  ^         27    {Po2  +  (PP)}s 

Hieraus  sieht  man,  daß  aus  (30)  iramer 

n^  =  —  4:  G^^  —  27  G32  =  0 

folgt,  daß  aber  überdies  nun  auch  die  Formen  {Dq  Zy,  (Di  Zf,  (Dg  ZY 
linear-abhängig  sind,  daß  also  schon 

(32)  {TZf  =  0 

sein  muß.  Es  sind  dann  noch  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  Ist  (P  Z) 
identisch  gleich  Null,  so  liegt  die  identische  Transformation  vor,  und 
es  ist  schon  [B^Zy  identisch  gleich  Null.  Ist  nur  (PP)  =  0,  so 
wird  erst  (Dg  Z)2  identisch  gleich  Null,  während  im  Falle  (PP)  =jb  0 
keine  von  beiden  Formen  identisch  Null  sein  kann.  Die  beiden 
ersten  Annahmen  erschöpfen  die  Fälle,  in  denen  G^=.  {),  (Jg  =  0 
ist.  Schließen  wir  sie  aus,  so  sind  beide  Invarianten  nicht  Null. 
Wir  können  dann  durch  die  rationale  Invariante 

(33)-  A'-_3^_1^J^^)_ 

^^^^  ^  2   G^  —  B  P,^  +  {PP) 

alle  Invarianten  unseres  Systems  ganz  und  rational  ausdrücken: 

R  =  3{1  —  2K),      &2  =  — 3Ä2,      G^  =  2K^, 

(34)  {QQ)  =  3K{2-3K), 

(D,  Q)^  =6^2(2  —  3  Ä'),     (Do  QY  =  12  K^  (2  —  3  K). 

Die  zwischen  (Dq  Z)2,  {B^  Z)2  und  (Dg  ^^Y  bestehende  Abhängigkeit 
nimmt  jetzt  die  Form 

(35)  ®2  —  Ä'-  ^1  —  2  ^2 .  j)^  =  0 


^)    Früher  (S.  220—222)    war    das  Zeichen    Q    in    anderer    Bedeutung 
gebraucht  worden. 
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an.  Die  Invariante  K  ist  notwendig  von  Null  verschieden.  Aus- 
gezeichnet sind  die  Werte 

(36)  K^\,     K  =  \- 

Der  erste  liefert  die  involutorischen  Transformationen  der  Gruppe 
j/g  {Pq  =  0[,  der  zweite  die  Transformationen  von  der  Periode 
drei  \iPo^  —  {PP)  =  0}. 

Es  ist  leicht,  den  durch  die  Gleichung  (32)  ausgedrückten 
Lehrsatz  umzukehren: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  eine  ternäre  bilineare  Form  von  der  Diskriminante  1 
(oder  —  1)  zu  einer  automorphen  linearen  Transformation 
der  quadratischen  Form  {Z  Z)  gehört,  besteht  in  dem 
identischen  Verschwinden  ihrer  kubischen  Kovari- 
ante  {T  Zf. 

Diese  Bedingung  ist  gleichbedeutend  mit  der  anderen,  daß  unter 
den  quadratischen  Kovarianten  5)o,  '3)i ,  ©g,..-  höchstens  zwei 
(nämlich  !3)o  und  '^i)  linear-unabhängig  sind.  Und  sie  ist,  in  der 
Sprache  der  Geometrie  ausgedrückt,  auch  gleichbedeutend  mit  der, 
daß  die  Kurve  (oder  der  Kegel)  (Z>i  Zy  =  0  die  Kurve  (oder  den 
Kegel)  (ZZ)  =  0  doppelt  berührt.     Es  wird  dann 

jD.Zy  +  K.jZZ)  ^  l^     (PZ) Y 

2  IVPo2+(PP)j     , 

das  Quadrat  einer  linearen  Form,  die  nur  dann  identisch  verschwindet, 
wenn  die  vorgelegte  automorphe  Transformation  von  {Z  Z)  mit  der 
identischen  Transformation  zusammenfällt. 

Es  ist  vorhin  angedeutet  worden,  daß  zwischen  der  vorgetragenen 
Theorie  und  der  Theorie  der  binären  Formen  vierter  Ordnung  ein  Zusammen- 
hang besteht.  Tatsächlich  lassen  sich  alle  Hauptergebnisse  unserer  Unter- 
suchung, und  noch  manche  andere,  ohne  jede  Rechnung  aus  Ergebnissen 
ablesen,  die  nun  schon  seit  rund  fünfzig  Jahren  der  wissenschaftlichen  Welt 
bequem  zugänglich  sind.  (Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen 
Formen,  1872,  §§  40  bis  51,  60.)  Freilich  ist  das,  worauf  ich  hier  verweise, 
nicht  gerade  mühelos  gewonnen  worden.  Es  wird  sich  sogar  der  umgekehrte 
Weg,  der  von  den  ternären  Formen  zu  binären  führt,  eher  empfehlen, 
weil  man  gerade  bei  solcher  Ordnung  des  Stoffes  zu  einer  beträchtlichen 
Vereinfachung  der  Theorie  der  binären  Formen  vierter  Ox'dnung,  und  über- 
haupt der  binären  Formen  mit  nur  geraden  Ordnungszahlen,  gelangt. 

Der  Grundgedanke  der  Methode,  die  hier  in  Betracht  kommt,  kann 
summarisch  gekennzeichnet  werden  durch  die  Benutzung  quadratischer 
(statt  linearer)    binärer  Formen  zur  symbolischen  Darstellung  von  Formen 
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mit  geraden  Ordnungszahlen.  Zwischen  den  Kernen  ternärer  linearer 
Formen  oder  also  zwischen  Vektoren  X,  Y,  Z, .  .  .  und  den  Kernen  binärer 
quadratischer  Formen  (^t)^,  {fjT)^,  (^f^)^,  ■■■  wird  zunächst  ein  Zusammen- 
hang hergestellt,  der  in  den  Gleichungen 


(37)      {XY)  =  l{^rjy,...,     {XYZ)=l{^v){U){rii),--- 


Ausdruck  findet.  Dadurch  wei-den  allen  Invarianten  der  Gruppen  y^  und 
^3,  rjg  eines  ternären  Gebietes  solche  der  Gruppen  P3  und  F^,  H^  eines 
binären  Gebietes  eindeutig  umkehrbar  zugeordnet,  und  zwar  so,  daß  den 
Kernen  beliebiger  ternärer  algebraischer  Formen  im  binären  Gebiet  spezielle 
Formen  mit  geraden  Ordnungszahlen,  und  umgekehrt  beliebigen  binären 
Formen  mit  geraden  Ordnungszahlen  spezialisierte  ternäre  Formen  ent- 
sprechen. 

Dieses  hier  nur  in  großen  Zügen  beschriebene  Verfahren  kann  be- 
trachtet werden  als  Ausführung  eines  Gedankens,  den,  allerdings  noch  in 
recht  unvollkommener  Form,  schon  O.  Hesse  vorgetragen  hat,  und  den 
dann  auch  spätere  Autoren  mit  Erfolg  verwendet  haben,  freilich  ohne 
der  Sache  genügend  auf  den  Grund  zu  gehen. 

Meine  eigene  Untersuchung  darüber  habe  ich,  allerdings  noch  nicht 
ganz  in  ihrer  heutigen  und  endgültigen  Gestalt,  im  Jahre  1885  oder  1886 
P.  Gordan  mitgeteilt,  und  sie  ist  von  ihm  gelegentlich  erwähnt  worden. 
(Vorlesungen  über  Invariantentheorie  1887,  herausgegeben  von  G.  Kerschen- 
steiner,  S.  155.) 

Abgesehen  von  einigen  Andeutungen  ist  eine  Veröffentlichung  darüber 
seither  unterblieben,  weil  ich  mich  bald  genug  davon  überzeugen  mußte, 
daß  bei  der  weit  überwiegenden  Mehrzahl  der  Fachgenosseu  jedes  Interesse 
für  diese  Art  von  Problemen  zu  vermissen  war. 

Da  der  zweite  Teil  dieses  Buches  noch  wird  auf  sich  warten  lassen, 
so  mag  vielleicht  einstweilen  das  Folgende  solchen  Lesern  willkommen  sein, 
die  mit  der  Theorie  der  binären  Formen,  wenigstens  derer  von  der  vierten 
Ordnung,  vertraut  sind. 

Der  Reihenentwicklung  (1)  läuft  parallel  eine  wohlbekannte  Enf 
Wicklung  (Clebsch,  Ö.23;  m  =  2,  n  =  2): 

{X  a)2  {b  y)^  =  {X  d)^  (d  yf  +-2{xy).{x  q)  (3  2/)  +  i  (^  <^)'  ■  («  &)^ 


(d  zY  =  (a  ^)2  (b  z)^,     {q  zy  =  —  ]  (a  b)  (a  z)  {b  z). 

Damit    erhält    man,    nach  Nr.  (37),    die  Invarianten    und   Kovarianten    von 
(xaf(hy)^  aus  denen  von  (X^)(i>*r)i). 


^)  Nämlich  zunächst  die  elementaren  Invarianten  (solche  mit  nur  einer 
Veränderlichen  z),  die  zur  Gruppe  F^  des  binären  Gebietes  gehören;  womit 
dann  aber  auch  schon  die  Invarianten  der  Gruppen  F^,  S3  und  G^  ge- 
funden sind. 
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FnrJm'y^^"""  7°^^'''.^*  ''?  ^^'  Übergang  von  dem  Formensystem  der 
Form  (DZ)^  zu  dem  emer  binären  Form  vierter  Ordnung  (d  z)^  durch 
die  Substitutionen 

(ZZ)  =  0,{D,Z)^  =  l{dz)^  =  if, 

(D, z)2  :^  i (d dy {d zy (d' zy  =  \h, 

(38)  ^'^   -\'\{dd'Y=   -Ig^, 

Gs  =  l-Uddy{ddy{d'dy  =  lg„ 

(T  Z)3   ::^-   X  (^  ay  .  (d'  d")  id'  Z)  (d"  Z)  .  (d  z)^  {d' zf 

=  Te  (f^  d")  (d'  d"y  (d  zy  {d'  zy  {d"  z)  =  ^t. 


^.    o     ^.    w.    B     o   ^  ^  g- 


«  I  i  «■  9  s-  s"  c/^  ^  :.  ;  "2. 

t^cS^lg^g         3  ^^^  2.   «=• 

s  r  r "  -  s  - 1  -« I  ^  I  s  ^  « 

2^  W  1^  ^ 


fD 


^^   S     rt  2     »     "^         1 


er 


i  !.  *    1^  3    §    ^  "§  o    3    -       5    c 

H  <^S3S'^  c»9a,g2.o 


^    ^    o    S-   j;-   CO  " 


s 
g 
p 


^  1)  Siehe  American  Journal  of  Mathematics  17,   1894,  S.  187. 
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queste;  cssi  spariscono  del  tutto  nel  calcolo  assoluto".  (Elementi  di 
Calcolo  Vettoriale,  2«  ed.,  1920  oder  1921,  S.  97.) 

Was  uns  hier,  und  in  verwandten  Äußerungen  auch  anderer  Autoren, 
so  eindringlich  empfohlen  wird,  ist  ein  regelrechter  Anachronismus. 

Das  Ideal  einer  analytischen  Geometrie  ohne  Koordinaten  stammt  be- 
kanntlich von  Leibniz.  H.  Grassmann  hat  es  in  seinen  älteren 
Schriften  (denen  aus  den  Jahren  1844  und  1846) ,  zu  verwirklichen  ge- 
trachtet, ist  aber  später  wieder  davon  abgekommen.  Die  weitere  Ent- 
wicklung hat  sich  dann  gerade  in  der  Richtung  der  Invariantentheorie 
vollzogen,  die  die  Begriffe  Funktion,  Transformation,  Gruppe  und 
Invariante  als  Grundbegriffe  an  den  Anfang  der  Geometrie  bringt,  und 
an  Stelle  eines  unsicheren  Tastens  nach  brauchbaren  Begriffsbildungen  ein 
systematisches  Vorgehen  setzt,  das  die  Gewähr  einer  gewissen  Vollständig- 
keit der  Ergebnisse  bietet.  Diese  Entwicklung,  die  das  Weseotliche  in 
den  Gedanken  von  Leibniz  und  Grassmann  reinlich  herausgeschält,  das 
Übertriebene  daran  aber  abgestreift  hat,  soll  nun  gar  keinen  Fortschritt  be- 
deuten und  demgemäß  rückgängig  gemacht  werden. 

In  Wirklichkeit  beruht  alles,  was  ein  solcher  ,,absoluter  Kalkül"  zu 
leisten  vermag,  auf  dem,  was  er  mit  der  heutigen  Invariantentheorie  der 
linearen  Transformationen  gemein  hat,  und  nicht  auf  dem,  was  ihn  von 
ihr  unterscheidet.  Dieser  Unterschied  aber  kommt  zustande  durch  Ein- 
führung neuer  Zeichen,  und  keineswegs  solcher,  die  Verbesserungen  be- 
deuten. Beispielsweise  sieht  im  Falle  w  :=  3  das  „äußere  Produkt"  von 
drei  Vektoren,  das  Determinantensymbol  (X  Y  Z)  oder  [X  Y  Z]  so  aus: 

xiYhzy. 

Keinesfalls  können  sich  diese  Autoren  klar  gemacht  haben,  wie  weit 
sie  auf  algebraischem  Gebiete  hinter  dem  Gedankeninhalt  der  heutigen 
Invariantentheorie  zurückgeblieben  sind. 

Daß  es  eine  von  Koordinaten  freie  Geometrie  geben  könne,  ist  übrigens 
auch  schon  ein  Irrtum.  Die  so  etwas  für  möglich  halten,  haben  das 
Fundament  ihres  Lehrgebäudes  nicht  sorgfältig  genug  untersucht.  Punkte, 
Geraden,  Ebenen  und  ihre  Beziehungen,  woher  haben  wir  sie?  Die  Natur 
hat  sie  uns  nicht  als  „reine  Anschauung"  in  die  Wiege  gelegt.  Also 
müssen  wir  sie  definieren.  Da  x-^,  x^,  x^  verboten  sein  sollen,  so  brauchen 
wir  Axiome.  Und  um  uns  die  logische  Möglichkeit  (Widerspruchsfreiheit) 
dieser  Axiome  klar  zu  machen,  brauchen  wir  x-^,  a;.,,  x^\ 

Daß  die  axiomatische  Begründung  geometrischer  Systeme  auch  bei 
folgerechtem  Verfahren  ernstlichen  Bedenken  unterliegt,  habe  ich 
bei  mphreren  Gelegenheiten  zu  zeigen  versucht.  Siehe  namentlich  meine 
kürzlich  erschienene  Schrift  über  Mathematik  und  Physik  (1923,  Sammlung 
Vieweg). 

§  23. 

Das  Formensystem  von  zwei  ternären  quadratischen  Formen. 

Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  in  den  vorausgehenden  Dar- 
legungen bedient  haben,  ist  die  von  P.  Gordan,  E.  Stroh  und 
anderen   zu  hoher  Ausbildung  gebrachte  Methode  der  sogenannten 
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Reduzenten.  Die  einzelnen  Invarianten  und  Kovarianten  werden, 
in  geeigneter  Anordnung,  der  Reihe  nach  gebildet  und  nach  Be- 
dürfnis symbolisch  bezeichnet.  Es  werden  dann  Gruppen  symbo- 
lischer Faktoren  gesucht,  die  bewirken,  daß  jede  mit  ihnen  behaftete 
Form  sich  durch  vorher  aufgezählte  Formen  ausdrücken  läßt.  Diese 
Faktorengruppen  sind  eben  die  Reduzenten.  So  ist,  im  Beispiel 
des  §  22,  ( C  C  C")  ein  Reduzent,  ( C  C)  ( C  C")  ( C"  C")  ist  ein  anderer, 
(T  Q  Z)  ein  dritter  usw.  Bringt  man,  wie  in  den  Beispielen  der 
§§  16,  19,  20,  22,  es  schließlich  dahin,  daß  in  jedem  symbolischen 
Produkt  eine  Faktorengruppe  als  Reduzent  erkannt  wird,  so  hat  man 
ein  vollständiges,  allerdings  dann  noch  nicht  notwendig  von  über- 
zähligen Formen  befreites  System  von  Invarianten  und  Kovarianten 
gefunden. 

Dieses  Verfahren  soll  nun  noch  durch  ein  mit  dem  Vorher- 
gehenden nahe  zusammenhängendes  Beispiel  erläutert  werden,  das 
aber  nun  wieder  in  die  Theorie  der  Gruppe  G-^  gehört.  Die  folgende 
Auseinandersetzung  rührt  im  wesentlichen  von  Gordan  her  ^).  Die 
vorzutragende  verbesserte  Darstellung  verdanke  ich  in  der  Hauptsache 
einem  meiner  Schüler,  Herrn  E.  A.  Weiss,  der  mir  auch  bei  der 
Korrektur  dieses  Buches  freundliche  Hilfe  geleistet  hat. 
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Die  Bezeiclinungen  sind  gewählt  mit  Rücksicht  auf  das  Vorher- 
gehende. Von  den  zu  untersuchenden  Grundformen  wird  (wegen 
des  Euklidischen  Grenzfalls  der  Gruppe  y^)  angenommen,  daß  die 
eine,  {A  IT)^,  als  Veränderliche  einen  Vektor  zweiter  Schicht  enthält 
und  bei  den  anderen,  (Fuy,  soll  zunächst  die  gleiche  Annahme  ge- 
macht werden. 

Die  Aufgabe  sei,  ein  vollständiges,  und  zwar 
kleinstes  System  von  Invarianten  der  Kerne  von  {A  U)^  und 
(rU)^,  sowie  zweier  Vektoren  X  und  ü,  in  bezug  auf  die 
Gruppe  (rg  zu  bilden  2).  Anders  ausgedrückt:  Es  handele  sich 
um  das  System  der  zu  Gg  gehörigen  Invarianten  und 
Kovarianten  der  Kerne  von  (UA)^  und  {UFf. 


1)  Sie  wird  mitgeteilt  bei  A.  C leb  seh,  Vorlesungen  über  Geometrie, 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  F.  Lindemann  (I,  1,  1875),  S.  288 
bis  291. 

2)  Die  Frage:  Warum  gerade  dieser  zwei  Vektoren?  wird  im  zweiten 
Teile  dieses  Buches  beantwortet  werden. 
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Jedenfalls     gehören     nun     zu     diesem     System     die     identische 
Kovariante 


(1) 


[UX)  ={XU) 


und  die  beiden  Grundformen 

(2) 


(yiu)^,   {rur^ 


I 


Ferner    gehören    dazu    vier    (in    den    Veränderlichen)     quadratische 
Kovarianten, 


(3) 
(4) 


(LX)^ 


IMA'X)\ 

{Arx}\ 


(CX)^  = 
iL  C  Uf 


UTF'Xf 


sodann  die  bilinearen  Formen 

(5) 


{CA){GX)(A  U),      {rL){LU](rX}, 


und  die  vier  Invarianten 

(6) 


|(L^)2,      (AC)\     iLT)^,      UCr]\ 


alles  Formen,  von  denen  sicher  keine  entbehrlich  sein  kann. 
Eeduzenten  haben  wir  dann  bereits  in  den  Faktoren 

(n)     {AA'X\     jLL'ü);     {Fr  X),     (G  C  U);     (LA),     (CT). 
Z.  B.  ist 

(7)  jXAA')  {A  V)  (A'  W)  =  {X  L)  {L  V  W), 

(8)  {ULL'){LY){L'  Z)    =  \{L  A)^  .{U  yl){AY  Z), 

(9)  {XL)  {LA)  {AU)         =  j{LA)K{XU). 

In  jedes  symbolische  Produkt,  das  einen  der  angeführten  Faktoren 
hat,  kann  man  also  entweder  Symbole  einer  der  Kovarianten 
{LX)^,{CX)^  einführen,  oder  man  kann  darin  einen  der  realen 
Faktoren  1{LA)^,  ^{CF)^  zur  Erscheinung  bringen. 

Man   braucht  also   weiterhin    nur   noch   auf  solche    symbolische 
Produkte  Rücksicht  zu  nehmen,  die  sich  aus  den  Faktoren 
{b)  {AU),   {LX);    {AG),  {LT);    {Fü),  {C  X);    (AFX),   {L  G  U) 
zusammensetzen  lassen;    wobei    natürlich   die  unter  (1)...(6)   schon 
angeführten  symbolischen  Quadrate  und  Produkte  auszulassen  sind. 
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Aus  Faktoren  des  Typus  (5)  setzen  sich  nun  einige  weitere 
Kovarianten  zusammen,  die  zu  den  Ordnungszahlen  (1,  2)  oder  (2,  1) 
gehören,  nämlich 


(10) 


(j  r  X)  {A  u)  (r  u),    {L  c  u)  {lx){  c  X), 


(11) 


(CA){CX)iArx)ir  u) ,    (l  n  {l  x)  {Fa  x)  (a  u), 
{rL){rTj){LCu){Cx\     {AC){au){Clit){LX). 


Ebenso  ergeben  sich  zwei  Kovarianten  dritter  Ordnung  und  Klasse: 


(12) 


(A  C)  {FL)  {A  rx)  (C  X)  (L  X), 
{L  T)  {C  A)  {L  C  IT)  (F U)  (A  ü). 


Wir  behaupten,  daß  mit  den  21  Invarianten  und 
Kovarianten(l)...(6),(10),  (11),  (12)  bereits  ein  vollständiges, 
und  zwar  kleinstes  Formensystem  der  gegebenen  Formen 
{A  IT)'-,  (rU)^  gefunden  ist. 

Jedenfalls  können  die  Formen  (12),  wegen  ihrer  Ordnungszahlen, 
nicht  durch  vorher  aufgezählte  Formen  ganz  und  rational  ausgedrückt 
werden,  und  aus  gleichem  Grunde  auch  die  Formen  (10),  (11)  nicht. 
Die  Formen  (11)  aber  können  auch  nicht  mit  Hilfe  der  Formen  (10) 
und  früher  genannter  Formen  darstellbar  sein,  da  anderenfalls  die 
Grundformen  {A  U)^,  {F  U}^  lineare  Invarianten  (solche  ersten  Grades) 
haben  müßten.  Ebenso  sieht  man  sogleich,  daß  auch  unter  den  vier 
Formen  (11)  selbst  keine  entbehrlich  ist. 

Wenn  also  die  aufgezählten  Invarianten  und  Kovarianten  über- 
haupt ein  vollständiges  System  bilden,  so  bilden  sie  auch  schon  ein 
nicht  weiter  reduzierbares  Sj^stem;  eines  besonderen  Nachweises  be- 
darf nur  noch  der  erste  Punkt.  Wir  müssen  noch  zeigen,  daß  in 
jedem  symbolischen  Produkt  von  Faktoren  des  Typus  (b),  das  nicht 
ohne  weiteres  als  Reduzent  zu  erkennen  ist,  das  also  nicht  zu  einer 
der  schon  gebildeten  Invarianten  oder  Kovarianten  führt,  gleichwohl 
ein  als  Reduzent  zu  bewertender  symbolischer  Faktor  oder  eine 
Faktorengruppe  derart  auftreten  muß. 

Reduzenten  sind  nun  zunächst  die  Faktorenpaare 

(c)       {CA)AC'),    (AC)(CA');     (LT)  (FL'),    {FL){LF'). 
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Wir  haben  nämlich,  z.  B.  wegen  der  aus  (8)  —  nach  Vertauschung 
der  beiden  Grundformen  —  hervorgehenden  Identität 

(CA)  \{CY) {A  C)  -{CA){Y C')\  (C  Z) 
=  —{CA){CG'\AY){C'Z)  =  —{YAr){ArZ) 
die  Reduktionsformel 

{YO{CA)iAC'){CZ) 
=  {CA)K(YC){CZ)  —  {YAr){ArZ). 

Es  läßt  sich  also  jedes  symbolische  Produkt  mit  einem  der 
Faktorenpaare  (c)  in  eine  Summe  zerlegen,  in  der  jeder  Summand 
eine  der  gefundenen  Invarianten  als  realen  Faktor  hat,  oder  in  der 
Symbole  der  Formen  {AFXY  oder  (L  C  U)^  auftreten.  Da  nun 
Produkte  aus  Faktoren  (b),  die  unmittelbar  eine  der  schon  auf- 
gezählten Formen  liefern,  nicht  mehr  betrachtet  zu  werden  brauchen, 
so  bleiben  hiernach  nur  noch  solche  Produkte  von  Faktoren  (b)  übrig, 
die  mindestens  einen  der  Determinantenfaktoren 

(d)  {ATX),     (LCU) 

enthalten.     Diese  Faktoren  werden  jetzt  als  Reduzenten  zu  erweisen 
sein.     Für  ihre  Quadrate  steht  das  schon  fest. 

Wir  untersuchen  nun  zunächst  die  Produkte  von  je  zwei 
Faktoren  des  Typus  (d).  Jedes  solche  Produkt  erweist  sich  als 
Reduzent.     Denn  es  ist  erstens 

{ArX){LCU)  (AV){rW){LY){CZ) 
i{LA)K{Yr),  {ZG){GA){AV\      (UA){AV) 

(14)   =  iYL){Lr){rw),    i{cr)Kizw),      {umrw) 

{YL){LX),  (ZOiCX),  (UX) 

zweitens,  z.  B. 

(ATYUArz)  (rr)(r'W)  = 
=  (ArY)  nrr'  z)  {A  v)  +  {A  rz)  {r  v)  + 
^{Ar'r){z\)]{r'w)  = 

^^^^     =  {YC){GA){AW).{ZV)^{ZG){CA){AV).{YW)  + 
-^{Y  AT)  {ATZ). {VT)  {FW)  — 
-  {YG){GZ).{VA){AW)  —  {GA)K{YW){ZV). 

Drittens   aber  müssen  Produkte  mit  einem   der  Faktorenpaare 

(e)  {ArY){A'r'Z\     {LGV){L'G'W\ 
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wenn  sie  nicht  ohne  weiteres  in  reale  Faktoren  zerfallen  sollen, 
wenigstens  zwei  der  angeführten  Symbole  in  anderen  Klammer- 
faktoren verbunden  enthalten.  Im  Beispiele  des  ersten  Faktoren- 
paares muß  dann  also  eine  der  Faktorengruppen 

{A  r  Y)  {A'  r  z)  (A  A'  X),    {A  r  y)  {A'  r  z)  {rr  X), 

{ArY){A'r'z){A  rx),    {ArY){A'r'  z){rA'x\ 

(ATY)  {A'  r  Z)  (CA)  (CA'), 

[A  rr)  (A'  r  z)  {lthlt) 

vorkommen,   die   nach  Nr.  (7),   (13)  und  (15)   alle  Reduzenten  sind. 

Jetzt  sind  also  nur  noch  solche  Produkte  zu  bilden,  die  nicht 
mehr  als  einen  der  Faktoren  (d)  enthalten.  Solche  sind  die 
Kovarianten  (10),  (11)  und  (12).  Was  dann  noch  fehlt,  sind  nur 
symbolische  Produkte  der  Form 

{ArX){CA)(CA'){UA'),     (A  rX)  {LTHLT)  {UT) 
und  ihre  Gegenstücke  mit  Faktoren  {L  C  U).     Diese  aber  enthalten 
alle  Reduzenten  vom  Typus  (c). 

Hiermit  sind  also  schließlich  auch  die  Faktoren  (d)  als 
Reduzenten  erwiesen. 

Au  das  hier  Vorgetragene  würde  sich  nun  noch  vieles  an- 
schließen lassen.  Dann  würde  von  den  zahlreichen  Abhängigkeiten 
die  Rede  sein,  die  zwischen  den  Formen  unseres  Systems  bestehen, 
und  von  der  Einkleidung  eines  durch  Formeln  Ausgedrückten  in 
eine  in  Worte  gefaßte  Sprache,  die  Sprache  der  projektiven  Geometrie. 
Aber  dieser  wohl  kaum  zu  erschöpfende  Stoff  ist  zu  umfangreich 
für  ein  der  Einführung  dienendes  Lehrbuch.  Die  geometrischen 
Fragen,  um  die  es  sich  hier  handelt,  sind  ja  auch  bekannt  genug  — 
der  Leser  muß  sich  schließlich  auch  selbst  weiterhelfen  können.  Es 
soll  daher  nur  noch  an  einem  einzelnen  Beispiel  gezeigt  werden,  wie 
sich  die  hierher  gehörigen  Entwicklungen  gestalten,  wenn  man  von 
dem  Gordan  sehen  Formensystem  ausgehen  will.  Ich  behandle  der 
Kürze  halber  auch  hier  nur  den  einfachsten  Fall,  der  der  sogenannte 
allgemeine  ist.  Grenzfälle  können  in  ähnlicher  Weise  erledigt  werden 
wie  in  dem  Beispiel  des  §  18. 

Transformation  zweier  ternärer  quadratischer  Formen 
auf  Summen  von  Quadraten. 

Wir  nehmen  jetzt,  im  speziellen  Falle,  die  in  §  15  behandelte 
Aufgabe  noch  einmal  auf.  Es  handele  sich  darum,  die  ternären 
quadratischen  Formen  (L  X)^  und  (C  X)-  zugleich  auf  Summen  von 
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Quadraten   linearer  Formen   zu   bringen.     (Hauptachsenproblem  der 
Mittelpunktsflächen  zweiter  Ordnung,  projektiv  verallgemeinert.) 
Wir  setzen 

(16)  /o  =  i(i^)^  J.  =  (^  cy,  j,  =  {Lry,  j,  =  ücry. 

Zu  der  Voraussetzung,  daß  die  Gleichung 

(17)  J,.A^  —  J,.J^-^J^.A  —  J,  =  0 

lauter  getrennte  Wurzeln  haben  soll,  zu  der  Annahme  also,  daß  die 
Diskriminante  der  Gleichung  (17),  hier  der  Ausdruck 

(18)  -{J1J2-  ^JoJzY]  =^{4(/i2-  SJ0J2)'- 

^(2J,^-9JoJ,  -h  +  27  -V  -h)-], 

von  Null  verschieden  sei,  wollen  wir  hier  der  Kürze  halber  noch  die 
weitere  fügen,  daß  JqZJ::0  ist,  wodurch  nur  ein  leicht  zu  erledigender 
Grenzfall  ausgeschlossen  wird. 

Verlangen  wir  dann,  daß  zugleich 

(xx)2=     (^ÄT+     {A,xf+     {Ä,xy, 
^    ^        (cxy.  =  A,iÄ,xy  +  JAÄ2xr-^A(Ä,xy 

werde,  so  brauchen  wir  zur  Berechnung  der  linearen  Formen  {Aa  X), 
d.  h.  zunächst  ihrer  Quadrate,  noch  eine  dritte  Gleichung,  die  uns 
jetzt  die  quadratische  Kovariante  der  Form 

(20)  (0  uy  =  {LC  w  =  M2  +  ^3)  (^2  A  ly  +  •  •  • 

liefert.     Man  findet  mühelos  (nach  Nr.  13): 

(21)  \{O0'x)'  =  J,.{Lxy  +  j,.{Cxy-{jrxy, 

während  aus  (20)  folgt 

I  (0  o'  xy  = 
^^^^    ={A,Ä,Äsy.\{A  +  A){A  +  ^2)-(A^xy-^---\. 

Das  System  der  drei  Gleichungen  (19)  und  (20)  aber  läßt  sich 
in  eine  bequemere  Form  bringen.     Da  nämlich 

(23)  /o  =  l  (r^  J'  L"y  =  {A,  A,  A,y- 

ist,  so  erhält  man 

{Lxy  =  2:{AaX)^   (cxy  =2:yiu.(AaXy, 
^^^^         j,.{GXf-{Arxy  =  Jo.2:Ai.{AaXy. 
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(25i 


{LX)^\ 

-                    Jo.{Aa-Aß){A,-Ay) 

\-(Arxr  +  j..Jo.icxy  + 

1  -^{J,-A..J,  +  A-^.Jo\.(LXr- 
J^  —  2Aa.J^-\-3A'ä.Jo 

1 
1 

{^aXy^ 


(2 


wobei  noch,  nach  Xr.  (  13), 

I2(i)     — MrX|2  =  fXC)|C^)(^C'MC'Z)  — Ji.(XC)(CX) 

ist  1). 

Unter  der  Annahme  Jq  =  l  kommt  man  auch  von  hier  aus  zu 
der  in  vj  15  (S.  181)  schon  abgeleiteten  Formel 

,  _  (C,  Xy  -  jA^  +  A,)  {C,  xr  +  AßAy.jCo  X)2 
{Aa-Aß){A^-~Ay) 
Es  wird  nämlich  jetzt 

iFUY  =  \{CG'Vf, 

j^  =  ic  c),   J.2  =  (rr),   Js  =  (cr)^ 

Die  Formen  (Co  X)^  usw.  haben  natürlich  die  Bedeutung 
(Co  X)2  =  (X  X).     (Ci  Xy-  =  (CX)2,  usw. 

Müssen  wir  uns  auch  in  den  Anwendungen  des  Vorgetragenen 
Beschränkungen  auferlegen,  so  müßte  doch  in  der  Sache  selbst  eine 
fühlbare  Lücke  bleiben,  wenn  nicht  die  Beziehung  des  Gord an- 
sehen Formensystems  zu  der  im  vorigen  Paragraphen  enthalteneu 
Untersuchung  dargelegt  würde.  Wie  wir  es  soeben  schon  im  Beispiel 
der  Transformation  zweier  quadratischer  Formen  getan  hatten,  so 
können  wir  ja  nun  allgemein  unsere  jetzigen  Formeln  durch  die 
Annahme  J^  ==:  1  spezialisieren.  Wir  erhalten  dann  ein  System 
von  nur  noch  20  Formen,  Invarianten  der  Gruppe  jTg.  Diese  sind 
in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt.  Wir  nehmen  jetzt,  wie 
schon  in  dem  behandelten  Beispiel,  eine  quadratische  Form  (CX)- 
mit  einer  Veränderlichen  erster  Schicht  als  Grundform  und  be- 
zeichnen ihre  quadratische  Kovariante  mit  {ruy, 

{ruy  =  licc'üy. 

^)  Der  zweite  Ausdruck  wird  auch  im  Greuzfall  Jq  ^^  0  nicht  ganz 
unltruuchbar.     Er  liefert  dann  aber  nur  zwei  der  Quadrate  ( J.„  X)^. 
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Unsere  Invarianten  und  Kovarianton  ordnen  wir  jetzt  nach  Grad- 
zahlen in  bezug  auf  den  Kern  von  (CA')-.  Dann  ergibt  sich  die 
Tafel 

I. 

(0)  (XX)2,     (X^),     {yl  U)^. 

J,  =  (C^)2;      (CX)2,      {CJ)iCX){AU),      {L  C  Uf, 
iCX){LX)(CLU},      iCA){LX){AU){GLV). 


(1) 


(j^^iLTf:    {Arx)\    {Lr)(LX)(ru),    (Tuy-, 

[       (L  F)  (i  X)  (FA  X)  {A  r),     (FA  X)  (T  U)  {A  D. 

{  J3  =  {{crr-,   {CA)(Lr){cx) jl x) (Fa x), 
(3)        (CA)(CX){rAX)(ru),   {Lr){cx){rr)(LCu), 

[  (L  r)(CA)  (F  U)  {A  U)  {L  C  V). 

Dieses  also  ist  ein  vollständiges  (und  kleinstes)  System  von 
Invarianten  und  Kovarianten  der  Kerne  von  {LX)"^  oder  (A  f')^ 
und  (CX)2  gegenüber  Transformationen  der  Gruppe  F.. 

Andererseits  hatten  wir  im  vorigen  Paragraphen  ein  ganz 
ähnliches  System  von  Invarianten  und  Kovarianten  des  Kernes  von 
(CX)2  gefunden,  das  sich  aber  auf  die  Gruppe  y^  der  eigentlich- 
automorphen Transformationen  des  Formenpaars  (AU)^,  (L  X)^  be- 
zog. Nur  hatten  wir  dieses  System  damals  als  System  von  elementaren 
Invarianten  und  Kovarianten  einer  bilinearen  Form  {XA){BY)  be- 
trachtet und  demgemäß  geordnet.  Wir  ersetzen  jetzt  die  Zeichen  Q 
und  Z  durch  X  und  ü,  und  ordnen  auch  dieses  System  nunmehr 
nach  Gradzahlen  in  bezug  auf  den  Kern  von  {CXy.  So  gelangen 
wir  zu  der  Tafel 

n. 

(0)  {XX),     (XU),     {UV). 

j,  ={ccy,   {C,xr,   {C,x){C,n,   {C.uy-, 

{C,X){C^XU),     iC,XU){C,U). 
.h  =  \{CC'CG');    {C^Xr.    {C,X){G^U),    {C,U\\ 

{C,X){C,XÜ),     {C^XU){C^U). 

./3  =  \{CC'Cy;   {TXf  =  {CC"){CC'X){G'X){C"X), 

{TX)HTU),     {TX){TUY,     {TTJ)\ 

In  den  Tafeln  I  und  11  entsprechen  sich  nun  die  Grad-  und 
Ordnungszahlen    genau.      Es    ist   klar,    daß    wir    aus  I   ein    mit  IT 
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äquivalentes  System  erhalten  müssen,  wenn  Avir  das  Paar  der 
Grundformen  (i  X)^  {U Af  mit  den  Formen  {XX},  {UU}  derTafelll 
zusammenfallen  lassen.  Und  überdies  werden  dann  eine  Anzahl 
von  Formen  der  Tafel  I  mit  den  entsprechenden  Formen  der  Tafel  U 
ganz  identisch.  Diese  Formen  sind  in  beiden  Tafeln  unterstrichen. 
Um  die  in  den  übrigen  Fällen  vorhandenen  Beziehungen  zwischen 
den  Formen  der  Tafeln  I  und  II  zu  ermitteln,  wird  man  zunächst 
die  Teile,  aus  denen  sich  die  Polare  (TXy{T  U)  oder  \{T  lyiTX)] 
zusammensetzt,  durch  Formen  des  Systems  II  ausdrücken.  Man 
findet  leicht 

m. 

3  (C  c")ic  c  u){C'  X)  {C"  X)  =  3  (T  xy  {T  U)  -h 

+  .7x .  (Ca  X)  (Ca  X  f7)  —  { Ji2  _  2  Ja} .  (d  X)  ( Cj  X  U), 
3  (C  C") {CC'X)iC'  U)  (C"  X)  =  3  (T  X)^ ( T  U)  -[- 

+  J,.(C,X){C,XU)-{J,^  +  J,].{C,X){C,XU}, 
3  {CC")iCG'  X)  (C  X)  (C"  U)  =  3{T  Xy  {T  U) 

—  2./i.(C2X)(C2XZ7)+  {2  J^^  —  J^}  .{C,  X)(C,  X  U). 

Nach  dieser  Vorbereitung  wird  man  ohne  sonderliche  Mühe  die 
noch  zu  untersuchenden  Formen  des  Systems  I  durch  die  des 
Systems  II  darstellen  (und  umgekehrt): 

IV. 

(L  c  U)^  =  { c  u  c  U)  =  J, .  ( r  u)  —  ( c  r)2, 
(T f')2  =  I {cc r)2  =  (Ca  r/)2  —  j,.{Cj_ uy^  +  -h -(i^ n, 

iL  n  (L  X)  (F  [0  =  ( Ca  X)  f  Ca  D  —  -h  ■  (Ci  X)  (C,  U)  +  J^ .  (X  ü), 
(ArX)-'  =  (FX  rX)  =  —  (CaX)2  + J-i.(CiX)2, 

(Lr){LX)(rjx)(A[i)  =  — (C2X)(C2XC)  +  Ji.(CiX)(CiXro, 

iTyl  X) (F U) (A  U)=  —(G^X  U) { Ca  U)  +  -h  .(C,X  V)  (  C,  ('), 

{CA){GX){rAX)(ru)  =  (TX)2(rr)  + 

+  :V  Ji-iCi ^) (Ca  X  T)  —  I  { J-jä  _  2  Ja! . (Ci  X) (Ci  X  /"), 

iL F) (C XI (F (') {LGü)  =  {TX){T  O»  + 
+  |.A.(C2Xr/)(Car)-  \\2J,^^-.h\.{C,XU){G,n. 

Schließlich  kann  man  auch  noch  die  Invarianten  und  Kovarianten 
des  Kernes  von  (CX)^  durch  solche  der  speziellen  Form  (BXY,  die 
sich  aus  der  Entwicklung 

(CX)2  =  {BXy^  IB. (XX) 
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ergibt,  und  durch  die  Invariante  R  z=  (C  C)  ^=  J-i  ausdrücken  (§22). 
Das  System  von  (CX)^  oder  (D  X)^  aber  ist,  wie  wir  gesehen  haben, 
bekannt,  wenn  ein  System  dieser  Formen  gefunden  ist,  in  dem  nur 
noch  eine  einzige  Veränderliche  Z  vorkommt.  Es  ist  also  äquivalent 
,mit  dem  in  §22  gefundenen  System  von  nur  sieben  oder  sechs 
Formen.  — 

Daß  bei  Übergang  von  der  Gruppe  G^g  oder  jTg  zur  Gruppe  y^ 
nur  die  eine  Invariante  J^  in  Wegfall  kommt,  ist  eine  Besonderheit 
unseres  Beispiels.  Schon  bei  dem  System  der  Invarianten  des  Kernes 
von  {A  UY  und  zweier  Vektoren  X  und   Y, 

,/o,     {AXYy-,     {LXy,     {LX){LY),     {LY)\ 
verhält  es  sich  anders,  da 

J,.{AXYf  =  (LXr.iL  Yy  -  {iLX){L  Y)}'^ 
ist. 


Zur  x\bfassung  dieses  Buches  bin  ich,  wenn  auch  durch  sanften 
Widerspruch  gegen  etliche  Ketzereien,  von  meinem  Freunde  und 
früheren  Bonner  Kollegen  Hans  Hahn  angeregt  worden.  Besonderen 
Dank  schulde  ich  der  Verlagshandlung  dafür,  daß  sie  in  dieser 
schwierigen  Zeit  die  Drucklegung  gewagt  hat. 

Wenn  es  möglich  sein  wird,  auch  den  zweiten  Teil  noch  heraus- 
zubringen (dem  ein  überreicher  Stoff  vorbehalten  bleibt),  so  soll  ihm 
ein  Namen-  und  Sachregister  beigefügt  werden. 
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